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Abstract. 

Given an irrational rotation T on T we settle necessary and sufficient conditions 
on a step function <j> and t £ T for the existence of measurable solutions to the 
' cohomogical equation 

o ' 

in ■ exp (2*7T$ = e 2mt f/foT. 

I/"") \ This yields a characterization of eigenvalues and eigenfunctions for several 

transformations arising from irrational rotations and step functions : cylinder 
flows, special flows, induced maps... 

From there we give constructions of special flows and three-interval exchange 
i-^H | transformations with unusual spectral properties. In both cases we exhibit ex- 

amples with Kronecker factors of infinite rank. We also construct three-interval 
exchange transformations which are non-trivially conjugate to irrational rota- 
tions or to odometers. Similarly there exist special flows over irrational rotations 
which are non-trivially conjugate to translations flows on T 2 or on solenoids. 
. Finally, we prove a regularization property which allows us to give similar 

examples of special flows with smooth ceiling functions, under natural Diophan- 
tine conditions for the rotation. 
Resume. 

Soit T une rotation irrationnclle de T. Nous etablissons des conditions necessaires 
et suffisantes sur une fonction en escalier (f> et t £ T pour que l'equation 

exp(2i7T0) = e 2l7rt ///oT 
admette une solution mesurable. 

Ceci donne une caracterisation des valeurs propres et fonctions propres de 
systemes dynamiques tels que les echanges de trois intervalles et certains flots 
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speciaux. A partir de la nous en donnons differentes constructions avec des 
proprietes tres particulieres. Nous montrons d'abord que ces systemes peuvent 
admcttre un facteur de Kronecker de rang infini. Nous contruisons ensuite des 
echanges de trois intervalles conjugues non trivialement a une rotation irra- 
tionnelle ou a un odometre, et des flots speciaux conjugues non trivialement a 
un dot de translations sur T 2 ou sur un soleno'ide. 

Enfin nous montrons une propriete de regularisation qui permet d'obtenir 
les memes exemples de flots speciaux avec des fonctions plafond regulieres, sous 
des conditions naturelles d'approximation diophantienne. 
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Premiere partie 

Presentation generale 

1 Introduction. 

1.1 L'equation de cohomologie. 

On note T = R/Z ct A la mesure de Lebesgue sur T. Le point de depart de 
ce travail est une caracterisation, etant donne un irrationncl a de T, des triplets 
((3,s,t) £ [0, 1[ x R x T pour lesquels il existe une fonction mesurable / non 
nullc satisfaisant pour presque tout ieT, l'egalite 

exp (2iirs l M (x)) = f ^+ a) W 

Ce probleme s'inscrit dans l'etude plus generale des equations de cohomologie 

e 2< ^ = e 2i7rt — . (2) 
foT 

Ici T designers toujours la translation de a sur T ct une fonction reelle 
mesurable sur T. On appclle quasi-cobords les fonctions e 2l7T * cohomologues 
a une const ante, e'est-a-dire pour lesquclles l'equation J5J) admet des solutions 
(/, i) avec / mesurable non nulle et t constante, et lorsque t = on parle de 
cobords. Comme T est ergodique, toute fonction / satisfaisant (2) est de module 
constant, et par consequent il suffit d'etudier l'existence de solutions avec des 
fonctions / de module 1. 

Cette equation est l'equation aux valeurs propres de l'operateur de L 2 (T) 
defini par V$(f) = e 2ln ^foT. Elle intervient naturellement dans l'etude de l'er- 
godicite et des valeurs propres des extensions de la rotation par un groupe 
abelien metrisable compact (cf Q], |2*5|1. 

L'equation Q apparait pour la premiere fois en theorie ergodique en 1967 
dans JI] (ou ^2])j avec s = \ : il s'agit de montrer que l'extension a 2 points 
associee a l[o,/3[ au dessus d'une rotation irrationnellc d'anglc a (definie pour 
(x,y) e T x Z/2Z par Sp{x,y) — (Tx, y + l[o t p[(x) mod 2)) est faiblement 
melangeante (et en particulier ergodique) pour presque tout fi. 

Une etude plus approfondie est faite par W. Veech dans [2H| e n 1969 : il 
enonce des conditions necessaires et des conditions suffisantes pour l'existence 
d'une solution de l'equation lorsque s = 1/2. II prouve l'ergodicite ou la non- 
ergodicite de Sp sous des conditions arithmetiques sur a et /3, sans toutefois 
donner de condition necessaire et suffisante. Ces resultats ont ete etendus a 
tout s G]0, 1[ par M. Stewart en 1981 (|27|). puis retrouves, avec des arguments 
plus simples, par K. Merrill en 1985 (HOI) > elle etablit egalement une condition 
suffisante pour l'equation (0) lorsque (fi est une fonction en escalier avec 3 sauts. 

Nous donnons ici une solution complete a ce probleme. Fixons d'abord 
quclques notations : 

- Pour un irrationnel a de ]0, 1[, on note (a n ) n >i les quotients partiels et 
(Pn/ln)n>o la suite des reduites de sa fraction continue (po = 0, qo = 1). 
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- Pour tout reel x, on designe par ||x|| sa distance a l'entier le plus prochc 
[x] , et on pose <x> = x — [x] . On notera aussi [^J la partie entiere et {x} 
la partie fractionnairc usuelles de x. 

- Pour (3 £ [0, 1[, on note <j)p la fonction de T dans R definie par 

<t>!3 = l[o,/3[ ~ P- 

On a aussi 4>fj(x) = {x — /?} — {x} pour tout x £ T, et il est naturel d'etendre 
la definition de <j)p a tout (3 £ R (ou tout (3 £ T), en posant 0^ = H sera 

plus commode de travailler avec ifip qu'avec 1[q m, ce qui revient a changer t en 
t + s/3 dans l'equation. 

Theoreme 1 Soient T la translation par un irrationnel a sur T, s un reel non 
entier, f3 et £ £ T. II existe / une fonction mesurable de module 1 sur T verifiant 
A-presque partout 

exp(2iW/3) =e M ///°T, (3) 

si et seulement si /3, s et t satisfont les conditions suivantes : il existe une suite 
d'entiers (b n ) et un entier k' tels que 

j3 = b n q n a mod 1 et t — k'a — [b n s]q n a mod 1, 



n>0 n>0 



avec 



V^<oo et V ||6„ S || 2 <oo. 
^ a ™+ 1 ^ 

n>0 n>0 

Remarque : II est bien connu (voir 1201 par exemple) que tout (3 £ T s'ecrit 
de fagon unique sous la forme b n q n a avec b n £ {0, .., a n+ {\ avec b n+ i = 
lorsque b n = a n +i '■ on parle alors de decomposition d'Ostrowski. II est plus 
naturel dans notre cas de choisir une decomposition symetrique (cf j2HJ) et la 
condition ^2 |6„|/a n +i < oo garantit l'unicite a un nombre fini de termes pres. 
L'ensemble des (3 verifiant la premiere condition du theoremendefinit un sous- 
groupe qu'on notera Hi(a). Ce groupe peut aussi se definir au moyen d'une 
propriete d'approximation par les rationnels de la forme k n /q n . Notons plus 
generalement pour tout 7 > 0, 

ff 7 (q) = {y b n q n a modi, (&„)„ £ Z N et ^ (|6„|/a„ + i) 7 < +00}, 

n>0 n>0 

et H oc (a) — {^2 n y Q b n q n a mod 1, |6„|/a n +i — * 0}. Nous montrerons dans 
l'appendice la propriete suivante : 

Proposition 1 Soit a un irrationnel. On a pour tout 7 > 
fT 7 (a) = {x £ T, y hnAV < 

n 

et 

ffooW = {x £ T, ||g„ar|| — » 0}. 



n — >oo 



Par abus de langage, nous noterons de la meme fagon les releves de ces groupcs 
dans R. Pour l'equation (JTJ, ou /3 est un reel de [0, 1[ (et non un reel modulo 
1), s etant un reel non entier donne, il existe une solution si et seulement si 
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(3 et t + s/3 satisfont les conditions du theoreme^ Lorsque s = 1/2, ou plus 
generalement lorsque s est rationnel, la derniere condition signifie que sb n doit 
etre entier pour tout n assez grand. On peut alors completer les resultats de fT7\ 
et j2H] sur les extensions finies associees a l'indicatrice d'un intervalle. 

Rappelons que si q est un entier > 1, une fonction mesurable (f> a valeurs 
entieres definit une extension a q points de T sur T x Z/gZ par T^ q (x,y) = 
(Tx, y + <fi(x) mod q), dont P etude spectrale se ramene a celle des operateurs 
Vk<j,/q pour < k < q. Elle a un spectre purement discret si et seulement si 
e 2i7r0/9 eg £ un q uas i_ co bord et elle est ergodique si et seulement si e 2l7rk< P/9 n'est 
un cobord pour aucun entier k non multiple de q. De la, on obtient le corollaire 
suivant du theoreme^ : 

Corollaire 1 Soient T la translation par un irrationnel a sur T, (3 G [0, 1[ 
et q un entier > 1. L'extension a q points de T definie par l[o,/3[ admet un 
type spectral discret si et seulement si (3 S qHi(a) + Z + Za. Cette extension 
est ergodique si et seulement s'il n'existe pas de diviseur d > 1 de q tel que 
/3 G dH x (a), 

De fagon plus generate, etant donnee une fonction mesurable reelle 0, le 
groupe 

E^={s€l, e 2j7rs0 est un quasi-cobord} 

joue un role dans plusieurs questions de theorie ergodique (voir par exemple 
[2T] |17j . II est lie au groupe des valeurs propres e(T^) du not cylindrique 

defini sur Txl par T^x, y) = (Tx, y + 4>(x)) : si s £ S^, alors les constantes t 
corrcspondantes (definies modulo Za) sont des valeurs propres de et dans le 
cas ou est ergodique on obtient ainsi toutes les valeurs propres de (voir 
DU)- 

Dans lc cas ou = 0/3, le theorcmc ^ donne une caracterisation du groupe 
: si P ^ Hi(a) il est reduit aux entiers et, si (3 = J2 n >o bnqnCt G Hi(a), 

={sel, ^||&„s|| 2 <oo}. 

C'est un groupe de type H 2 au sens de [S]- D'autre part, I. Oren a montre dans 
l'ergodicite du Hot cylindrique des que f3 Za mod 1 et on obtient alors 
aussi une description du groupe elT^^). 

Ceci fournit en particulier des exemples pour lequels e(T^) est non denom- 
brable, permettant ainsi une construction de |18j : 

Corollaire 2 Pour tout irrationnnel a a quotients partiels non bornes, il existe 
des fonctions mesurables reelles 4> pour lesquelles le not cylindrique associe 
est ergodique et admet un groupe de valeurs propres non denombrable. 

Preuve : D'apres ce qui precede, il suffit de verifier qu'il existe (3 € Hi(a) \ Za 
(dans T) tel que ne soit pas denombrable. Un resultat de [23 (voir aussi [E]) 
montre que le groupe {s G R, ^ n ||6 n s|| 2 < oo} defini par une suite d'entiers non 
nuls (b n ) est non denombrable lorsque cette suite satisfait la condition de lacu- 
narite ^(6 n /6„ + i) 2 < oo. Cela reste vrai si les entiers b n sont nuls sauf pour une 
sous-suite verifiant cette condition. Quitte a choisir une sous-suite (rij) tels que 
les rapports a nj+1+ i/a nj+ i des quotients partiels soient suffisamment grands, il 
est clair qu'on peut choisir des coefficients b nj non nuls avec J^i^n, /b rlj+1 ) 2 < oo 
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et ^2 a-iij+i < oo. En posant — ^2b nj q nj a, on obtient l'exemple chcrche 
(le fait qu'une infinite do termes soient non nuls assure que (3 ^ Za). □ 

Nous etendons ensuite le theoreme ^ a toutes les fonctions en escalier. On 
peut bien sur se ramener au cas d'une fonction (j> d'integrale nulle. Par coherence 
avec le cas de <j)p, on notera —s le saut de </> en un point de discontinuite /3. 

Theoreme 2 Soient T la translation par un irrationnel a sur T et cf> une fonc- 
tion reelle en escalier sur T d'integrale nulle, de sauts — Sj aux points distincts 
Pj (m > 1, < j < to), et soit t e T. 

On suppose qu'il existe une partition V de {0, ..,m} telle qu'on ait pour 
tout J G V et /3j e {/3j,j e J} : 

(i) la somme X^ej s j es ^ entiere, 

(ii) pour tout j G J il existe une suite d'entiers (b 3 n ) n telle que 



Pj = P.J + / V n q n a mod 1 



J!>0 



n>0 11+1 7i>0 j£j 

(iii) il existe un entier k' tel que t = k' a — Xjg-p tj ou 



2 

< +oo 



jeJ n>0~j£j 



q n a mod 1. 



Alors il existe une fonction mesurable / de module 1 satisfaisant l'equation 

/ 



foT 

• Reciproquement lorsque s j 4- ^ pour toute partie stricte non vide J 

de {0, ces conditions sont necessaires pour que l'equation admette 

une solution. 

Remarque : Ce theoreme montre qu'on peut trouver des fonctions en escalier 
qui sont des quasi-cobords, mais qui ne se decomposent pas en somme de quasi- 
cobords plus simples. II s'applique en particulier a toutes les fonctions en escalier 
avec 3 sauts, ce qui ameliore considerablement les conditions proposees par K. 
Merrill dans (2DJ - 

1.2 Application aux flots speciaux. 

Si (j) es t une fonction mesurable strictement positive sur T, on note T a .$ le 
flot special de fonction plafond cf> au dessus de la translation irrationnelle T par 
a ( |H] , [22] ) ■ On rappelle qu'on peut le definir sur le quotient de T x 1 par la 
relation d'equivalcncc (x, y + 4>{x)) ~ (Tx, y) par : pour tout (x, y) £ et pour 

tout t e m, 
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Si on idcntifie ce quotient au domaine fondamental = {(x, y) G T x R, < 
y < cf>(x)}, la mesure de Lebesgue restreinte a est invariante. On supposera 
ici 4> integrable et done cette mesure finie. 

Tout flot special t q ^ est topologiquemcnt conjuguc a un Hot lineaire de T 2 
de direction (a, 1), note R a ,i, reparametre par une fonction ip > : le champ 
de vitesse de ce not est egal en chaque point (x, y) € T 2 a (a/tp(x, y), l/ip(x, y)) 
et la relation entre tf> et ip est donnee pour tout x € T par 

4>(x) — / <p{x + at, t)dt. 
Jo 

Quitte a faire une nomothetic de temps, on supposera toujours <f> normalise de 
sorte que J T (j>dX — 1, ce qui permet de comparer les valeurs propres de r a ^ a 
celles du flot de translations non renormalise. 

Comme les orbites du flot reparametre sont celles du flot lineaire, celui-ci est 
toujours minimal et uniquement ergodique. Les proprietes spectrales des flots 
speciaux, ou des flots lineaires reparametres, dependent de deux parametres, 
la regularity de <j> (ou, ce qui revient au merne, de tp, cf [5]), et les proprietes 
d'approximation diophantiennes de a. De facon generale, l'absence de melange 
pour des fonctions cp a variation bornee est classique (voir et le probleme 

du faible melange est done naturel. 

Le premier resultat sur les valeurs propres est du a J. Von Neumann ([30]). II 
montre le melange faible de ces flots speciaux lorsque <j> est absolument continue 
par morceaux et la somme de ses sauts est non nulle. Au contraire, lorsque a 
est diophantien et <p € C°°, le flot i? aj i reparametre par <p est conjugue au flot 
lineaire i? Qj i de T 2 et admet done dans ce cas un spectre purement discret ffT^jV 
Les etudes recentes de ces systemes, dans le cas ou a est Liouvillc, montrent leur 
diversite spectrale : A. Katok et J. Robinson ont donne dans ^UJ des criteres de 
melange faible, la genericite du melange faible a ete etablie par B. Fayad dans 
0], l'existence de flots a spectre mixte avec des fonctions plafond analytiques est 
un resultat de B. Fayad, A. Katok et A. Windsor (0). En general, le probleme 
de savoir quelles sont les valeurs propres possibles, quelle est la structure des 
facteurs Kronecker, ou si un tel flot peut-etre isomorphe a un flot de rotation 
autre que R a i sont des questions anciennes ([301, E3)> Qui restent d'actualite 

(nnj, 0). 

Nous obtenons ici un certain nombre de reponses a ces questions, qui sont 
precisees dans le theoreme|3J Avant d'en donner l'enonce, on precise d'abord 
quelques notations et les liens avec le theoreme^ 

Notons e(r Qj 0) le sous-groupe de R des valeurs propres du flot r Q ,0. Rap- 
pelons qu'un reel t est une valeur propre du flot s'il existe une fonction mesurable 
F non presque partout nulle verifiant, F(t^ ^x) = e 2l7rtt F(x) presque partout 
pour tout t' reel, et que pour le flot special cette condition revient a une equation 
de cohomologie ( E01 ? v °i r EH) : on a t g e(r Qi 0) si et seulement s'il existe une 
fonction mesurable / non presque partout nulle satisfaisant 

e 2i7rt0 / = foT. 

On s'interessera d'abord au flot special de fonction plafond (j> = 1 + 7</>/3, 
avec 7 > 0, (3 £ R et ^{(3} < 1, qu'on notera t Qj ^, 7 . Les valeurs propres de ce 
flot sont done exactement les reels t pour lesquels l'equation © avec le triplet 
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(/3, s,t) ou s = —t^j admet une solution. La construction de tels triplets et des 
fonctions / correspondantes fournira plusieurs exemples de dots speciaux T aj p^ 
avec des proprietes particulieres de leurs valeurs propres et de leur facteur de 
Kronecker. 

Nous etablirons ensuite un resultat de regularisation fproposition llOl chapitre 
8) pour montrer que ces constructions conduisent a des exemples de dots speciaux 
avec des fonctions plafonds lisses. Plus precisement nous montrons, sous des 
conditions presque optimales d'approximation diophantienne pour a et selon 
le developpement d'Ostrowski de (3, que <j>p est cohomologue a une fonction de 
classe C k , ou analytique, entrainant alors la conjugaison entre les dots speciaux. 

Avec ce dernier resultat, le theoreme ^perinef deja de retrouver le theoreme 
2 de [5] avec une hypothese plus faible, et de repondre au probleme de l'existence 
de spectres mixtes pour des nombres a non Liouville : 

Corollaire 3 Pour tout a irrationnel il existe des dots speciaux au dessus de 
la rotation d'angle a admettant un groupe cyclique de valeurs propres et done 
un spectre mixte, avec de plus 

- Si inf g> o qj (— In ||<?cij|) = 0, une fonction plafond analytique sur T. 

- Si inf 9> o q h+1 \\qa\\ = 0, une fonction plafond dans C fc (T). 

Preuve : On considere le dot T at p t p-i, avec (3 > 1. Ses valeurs propres sont les 
reels t pour lesquels l'equation e 2ms <i>fi = e 2mt f/foT avec s = —t(3~ x admet des 
solutions. 

Si t G Z/3 et done s e Z, l'equation est trivialement satisfaite par les fonctions 
constantes (car s<j)p — —sf3 mod 1) : ceci montre que Z/3 est contenu dans le 
groupe des valeurs propres. Pour que le spectre soit mixte, il suffit d'obtenir qu'il 
n'y ait pas d'autres valeurs propres (car le dot special ne peut etre conjugue a 
un dot de translations sur T, qui admet une orbite de mesure pleine, cf 
D'apres le theoreme ^ il n'y a pas de solutions avec s non entier lorsque 
£ Hi(a), ou bicn lorsque (3 6 Hi (a) mais que {s, J2 n ll^n s ll 2 < °°} est 
trivial. On realise cette derniere condition, en choisissant b n — sauf pour une 
infinite de n pour lesquels b n = 1 et, selon l'hypothese, g„/(— In ||g„a||) ou 
Qn 1 \Wn a \\ suffisamment petit. Dans chacun des cas, cela permet d'appliquer la 
proposition^! qui donne le resultat souhaite. □ 

Le theoreme suivant rassemble les autres resultats d'existence que nous 
obtenons pour les dots speciaux : 

Theoreme 3 Soient les proprietes, pour un Hot special r a ^ au dessus de la 
translation par un irrationnel a : 

(i) T a,(\> admet une infinite de valeurs propres independantcs. 

(ii) Tq,0 est conjugue a un flot de translations de T 2 , different de R a ,\- 

(iii) t q .0 est conjugue a un flot de translations sur un soleno'ide. 

- (i), (ii) et (iii) sont realisables avec 4> € C W (T) pour tout a verifiant 

inf,>i|gln(«)/ln(||ffa||)l =0. 

- (i), (ii) et (iii) sont realisables avec <j) £ C fe (T), pour tout a verifiant 

inf 9 ^o<7 fe+2 ||HI = 0. 

- (i) est realisable avec T a ^ n pour un ensemble non denombrable dense de 
/?, pour tout a tel que inf g ^o = et tout 7 G]0, 1[. 

- (ii) et (iii) sont realisables avec T a p p-i pour un ensemble non denombra- 
ble dense de j3 > 1 pour tout a tel que inf g ^o 9 2 ||'?Q ! II = 0. 
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Des constructions reciproques permcttcnt de donner des conditions sur les dots 
de translations entrainant qu'ils soient conjugues a des dots speciaux : 

Theoreme 4 On a lcs proprietes suivantes : 

(i) Tout dot de translations i? Sj i oil s verifie inf g> i q k+2 \\qs\\ = est mesurablc- 
ment conjugue, a une homothcthie de temps pres, a un dot special r a ^ 
avec a ^ s et <p € C k . Si inf 9 ^ 1 9 ln(g) / In \\qs\\\ = 0, alors R Sy i est con- 
jugue a un dot special t q ^ avec s ^ a et <fi <E C u . 

(ii) Tout dot de translations sur un solenoide est mesurablement conjugue, a 
une homothcthie de temps pres, a un dot special T a ^ de fonction plafond 
analytique. 

Remarque : Toutes les constructions des theoremcs|21ctE]fournissent egalement 
des exemples pour les dots R a ,i reparametres par une fonction ip de meme 
regularite que 4> (voir [S])- 

1.3 Applications aux echanges de 3 intervalles. 

Un echange d'intervalles est une transformation bijective de l'intervalle [0, 1] 
afiinc par morceaux, et qui preserve les longueurs. Ces transformations classiques 
ne sont jamais melangeantes (0:)- L'unique ergodicite et le melange faible sont 
des resultats presque surs difdciles et connus depuis longtemps pour le premier 
grace aux travaux de H. Masur et W. Veech (1211, El) mais demontre tres 
recemment pour le second par A. Avila et G. Forni (|2)- 

Le cas le plus simple apres les echanges de deux intervalles, qui sont des 
translations sur le tore, est celui des echanges de trois intervalles. Pour ceux- 
ci, le melange faible presque sur est un resultat classique (|12|) qui provient 
d'une remarque simple : tout echange de trois intervalles est l'induit d'une 
translation irrationnellc sur un intervalle. Dans ce cas, la stricte ergodicite est 
egalement connue depuis longtemps (lorsque les discontinuites sont rationnellc- 
ment independantes, voir En revanche la caracterisation des valeurs pro- 

pres et la description du facteur Kronecker en fonction des parametres reste 
un probleme ouvert. L 'existence de valeurs propres rationnelles dans certains 
cas particuliers est une consequence de j^H] et j^ZJ- Des travaux recents de S. 
Ferenczi, C. Holton et L. Zamboni (jBJ) fournissent des reponses partielles a ce 
probleme, en donnant en particulier des exemples d'echanges de 3 intervalles non 
triviaux conjugues a une rotation irrationnelle du cercle. lis montrent egalement 
que tout reel quadratique est une valeur propre d'un echange de trois intervalles 
non trivial. 

Inversement n'importe quel induit d'un rotation irrationnelle sur un inter- 
valle est aussi un echange de trois intervalles. C'est sous cette forme que nous 
construirons les echanges de trois intervalles. Pour (3 £E]0, 1[, nous noterons T a ,@ 
la transformation induite par T sur [0,/3[, definie par 

T a . (x) = T n{x \x) oil n(x) = min(fc > 0,T k x G [0, /3[} 

pour tout x € [0, /?[, la probabilite invariante etant la mesure de Lebesgue renor- 
malise qu'on note A/3. 

Les valeurs propres de T a ^ sont encore determinees par une equation de coho- 
mologie (cf. ^21, d3j) : notons e(T a ^) le sous-groupe de T des valeurs propres 
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de T a ^p. II est constitue des s de T pour lesquels il existe une fonction mesurable 
/ non presque partout nulle verifiant 

e 2i7TS 1 [».£[/ = f T. 

Done le releve dans K de e(T a ,p) est l'ensemble des reels s pour lesquels l'equa- 
tion (O avec t = —s(3 mod 1 admet une solution. 

Nous obtenons a partir du theoreme ^ des resultats pour les echanges de 
trois intervalles analogues a ceux pour les Hots speciaux : 

Theoreme 5 On a les proprictes suivantes : 

(i) Pour tout a tel que inf g ^o <zll9 a l = 0) il cxiste un ensemble non denom- 
brable dense de (3 pour lesquels T a ^ admet une infinite de valeurs propres 
rationncllcmcnt independantes. 

(ii) Pour tout a tel que inf^o g 2 ||qa|| = 0, il existe un ensemble non denom- 
brable dense de (3 tels que T a ^ soit conjugue a une rotation irrationnellc 
du cercle. 

(iii) Pour tout a tel que inf^o g 2 ||qo!|| = 0, il existe un ensemble non denom- 
brable dense de (3 tels que T Qji a soit conjugue a un odometre. 

(iv) Toute rotation irrationnelle d'angle s du cercle tel que inf q ^o <Z 2 1 1 C J S I = 
est conjuguee a un echange de 3 intervalles. 

(v) Tout odometre est conjugue a un echange de 3 intervalles. 
Remarque : Notons que (ii) est une generalisation du theoreme 1 de |B] ■ 

1.4 Plan de Particle. 

Ce travail est constitue de 3 parties et d'un appendice. La premiere partie 
regroupe l'introduction et un chapitre preliminaire (chapitre 2) qui presente la 
demarche et les outils de la demonstration du theoreme^ Nous y discutons aussi 
les representations en tours d'intervalles de la translation irrationnelle liees a la 
fraction continue utiles pour les chapitres 3, 4 et 7. 

La seconde partie regroupe les chapitres 3 et 4. Le chapitre 3 complete la 
prcuvc du thcorcmcn cn cn traitant les points les plus techniques. Le chapitre 
4, qui s'appuie sur le precedent, est consacre au cas des fonctions en escalier 
generales et contient la preuve du theoreme [2 

Les chapitres 5, 6, 7 et 8 forment la troisieme partie : ils contiennent les appli- 
cations aux valeurs propres des flots speciaux et des echanges de trois intervalles. 
Le chapitre 5 est une approche generale du probleme qui met en relation ces 
deux types de transformations grace aux tours de Kakutani. Le chapitre 6 est 
consacre aux constructions avec une infinite de valeurs propres independantes 
(points (i) des theoremes El et EJ) et le chapitre 7 aux isomorphismes avec des 
translations : on y propose d'abord une construction de tours de Kakutani ou 
l'on peut identifier le facteur Kronecker. Nous montrons ensuite les points (ii) 
et (iii) des theoremes|31ct|5j ainsi que leurs reciproques (theoreme0J points (iv) 
et (v) du theoreme|SJ). Le chapitre 8 est constitue de la preuve de la proposition 
1101 qui permet d'achever les preuves des theoremes|3et0]par regularisation des 
fonctions en escalier. 

Enfin on trouvera dans l'appendice la preuve de la proposition ^ 
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Les parties 2 et 3 peuvent etre lues independamment l'une de l'autre : les 
objets indispensables au chapitre 7 (tours de la translation, approximations des 
fonctions de transfert) sont introduits dans le chapitre 2. Dans la partie 3, les 
chapitres 6 et 7 sont independants. 

2 Preliminaires. 

2.1 Des notations et definitions 

Dans tout Particle, l'irrationnel a est suppose donne sauf pour les construc- 
tions reciproques aux chapitres 6 et 7, et T designe la translation par a sur T. 
Pour la preuve du theoreme^ dans ce chapitre et le suivant, le reel non entier 
s est aussi suppose fixe. 

2.1.1 Cocycles. Les quasi-cobords triviaux 

Deux fonctions reelles mesurables (f> et ip sur T sont cohomologues (additive- 
ment) s'il existe une fonction reelle mesurable / telle que <j> — ip — f — foT. On 
dit que <j) est un cobord si elle est cohomologue a et qu'elle est un quasi-cobord 
si elle est cohomologue a une constante. La fonction / correspondante, unique 
a une constante pres, est appelee fonction de transfert. 
On note, pour tout entier n > 0, 

4> {n) = ^° Ti ' = -<t> {n) °T~ n , et <£ (0) = o. 

0<j<n 

On utilisera souvent les relations (f> — tfioT™ = (jy- n > — f"'oT quel que soit <f>, et 
(f> {n) =f~ f°T n lorsque (/> = f - foT. 

Pour une fonction tp = exp 2iw(j) de module 1 sur T, on adopte les memes 
definitions et notations, en remplacant l'addition par la multiplication, ou on 
parlera de cohomologie modulo 1 pour <fi. On a alors — exp 2i7T(/>( n ) pour 
tout entier n. 

On pose if/3 = exp 2i7rs0/3 pour tout fj £ T (ou R). On rappelle que <frp est 
dcfinic par = l[o,{^}[ — avec aussi <f>p[x) — {x — /?} — {x}. En particulier 
4> a est un cobord. 

Pour tout entier n, on a la propriete "de cocycle" 

(t>na+f3 = 4>na + 0/3 ° T~ n (4) 

et, en notant u> la fonction x i— > {x} de T dans R, on a aussi 

<j) na = LOoT " — LO = Ul n — U! n O T 

avec 

U n = ~^ n \ 

Done 4> na est un cobord avec une fonction de transfert uj n affine par morceaux. 
Si n > 0, alors uj n = ^2i<j <n uoT~' J admet n discontinuites aux points T J Q 
pour 1 < j ' < n, les sauts en chacun de ces points valant — 1 ; si n < les points 
de discontinuite sont les T 3 pour n < j < avec des sauts egaux a +1, et dans 
les deux cas ui n est de pente n dans chaque intervalle ou elle est continue. 
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D'apres cela, tp na est un cobord multiplicatif pour tout entier n, avec la 
fonction de transfert e 2l7rsw ™ . En multipliant cette fonction par les exponcnticllcs 
e 2nrmx ^ Qn VQ ^ q U > e rj e es t auss i cohomologue a toutes les valeurs propres e 2l7rma 
de T. En notation additive, quels que soient les entiers m et n, 

s4>na = ma + Un t m - £J„, m o T mod 1, 

avec 

Wn,m = SUJ n + mu. 

Pour la suite, on observe que w„^ m est encore une fonction affine par morceaux 
de meme points de discontinuite que ui n , avec des sauts de =Fs selon le signe de 
n et la pente ns + m, entre deux sauts. 



2.1.2 Fraction continue et developpements d'Ostrowski 

Pour le developpement en fraction continue, on identifie a a un reel de ]0, 1[. 
On notera ao — a et, pour n > 1, 

a n = \\q n a\\. 

On rappelle les proprietes classiques utiles pour la suite (voir par exemplc) . 
La suite (a n ) est strictement decroissante. Pour les premiers termes, qo — 1, 
Po = 0, qi — a\, pi = 1 et, pour n > 1, 

q n +i = a n +iq n + q-a-i, p n +i = a n +ip n + p n -i, 
PnQn-i -Pn-iq n = (-l) n , <q n a> = q n a-p n = (-l) n a„, 

a n -\ = a n+ ia n + a„+i, q n a n -i + g n _ia„ = 1 

et 

\\qa\\ > a n _i lorsque < |g| < q n . (5) 

Dans le cas ou la suite des quotients partiels est non bornee, on utilisera fre- 
quemment les equivalences, le long d'une suite d'indices n tels que a n+ \ — > +oo : 

1 1 

q n a n ~ et q„_i ~ — , 

avec dans tous les cas h < q n a n ^\ < 1 et |a„_i < a n+ ia n < a n -\. 

En particulier pour un developpement (3 = X)n>o b n qna mod 1, la condition 
E„>o \b n \/a n+ i < oo (soit (3 e equivaut &~J2 n > \b n \q n a n < oo. 

Pour un reel f3 non modulo 1, un tel developpement d'Ostrowski symetrique 
s'ecrit 

[3 = k\a - h + ^2 b n <q n a>, 

n>l 

avec kt, h et les b n entiers, et on note pour tout n > 1 

I3 n = k n a — l n = ha — h+ bj<qja>, 

l<j<n 

ou k n — fci +Xa<j<n bjQj et de meme pour l n . On utilisera ces developpements 
uniquement dans le cas ou j3 S H^a), c'est-a-dire b n /a n +i — > 0. On a alors 
clairement fc n = o(g n ) et (3 — f3 n = o(a„_i), et plus precisement : 
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Lemme 1 Avec les notations ci-dessus, soient n > 1 et e > 0. Si \bj\/aj+\ < e 
pour tout j > n, alors 

\f3- [3 n \< 2ea„_i. 

En supposant de plus \k n \ < q n ct e < ^, si (3 G Z alors £;„ ct tous lcs bj pour 
j > n sont nuls. 

Preuve : L'inegalite resulte de 

j>n 3~>n j> n 

Maintenant, si \k n \ < q n , e < \ et (3 £ Z, on a ||fc n ct<|| = ||/?„ — (3\\ < a„_i done 
necessairement k n = d'apres On a alors aussi |/c„+i| = |6 n |(7„ < q n +\ done 
k n+ i = b n = et, par une recurrence immediate, bj = pour tout j > n. □ 

Ce lemme montre l'unicite du developpement (3 = k n a — l n + '^2^ >n b n <q n a> 
des que \k n \ < g„/2 et \bj\ < ftj+i/4 pour j > n. En particulier j3 £ Za + Z si 
et seulement les bj sont nuls sauf pour un nombre fini. 

Ainsi tout reel (3 de H^a) admet de bonnes approximations f3 n = k n a 
mod 1 avec k n = o(q n ). Reciproquement, on obtient (3 € H oc (a) sous une 
condition plus faiblc : 

Lemme 2 Soit (3 un reel. Si pour tout n > 1 il existe un entier k n = o(q n +i) 
tel que — fc„a|| = o(a„_i), alors /3 € H 00 {a). 

Preuve : On utilise la proposition ^ Sous les conditions donnees ||<Zn/3|| < 
||g„A:„a|| + q n \\f3 - k n a\\ < |fc n |||g„a|| + o(q n a n -i) = o(q n+1 a n ) + o(g n a„_i), et 
cette quantite tend vers 0. □ 

2.1.3 Tours de la translation 

Soit B un borelien de T ; on appelle tour de base B une suite (T- J B) <j</i 
d'images successives de B deux-a-deux disjointes. La hauteur de la tour est h et 
les T^B sont les etages de la tour. Par abus de langage on appelera aussi tour 
la reunion des etages. 

II est bien connu que le developpement de a en fraction continue definit 
par induction, a chaque ordre n > 1, une partition de T en deux tours de la 
translation, formees d'intervalles. En fait, si B n est un intervalle quelconque de 
longueur a n _i, les T^B n pour < j < q n sont deux-a-deux disjoints d'apres 
(JSJ) ct forment done une premiere tour de hauteur q n et de mesure q n ot n ^\ > i, 
qu'on appellera tour majeure d'ordre n. Pour la mcme raison, pour tout x £ 
T, la suite (T J x)o<j<q„ ne contient aucun point entre T^x et T : > +qn ~ q ™- 1 x — 
T 3 x + (— l) n (a n + a n -i) lorsquc < j < q n -i ; si par exemple n est pair et 
B n = [x n ,x n + a n -i[, on voit ainsi que le complementaire de la tour majeure 
est la reunion des intervalles T J [x n +a„_i,a;„ +a n [ pour < j < q n -i, 

qui forment une tour mineure de hauteur q n -\ et de mesure q„_ia„ < \. 

Enfin, nous introduisons deux notations qui serviront surtout a majorer les 
variations de fonctions sur les etages des tours : 

- Si / est une fonction mesurable sur T et B un borelien de T de mesure 
non nullc, on appelle variation moyenne de / sur B la quantite 

V B (f) = J ^IJ B jm-f(y)\d X dy. 
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- Nous utilisons les notations habituelles o et O. On notera 

g(x) = 1 (f(x)) 
lorsque |g(aO| < 1/0*01 pour tout x et de meme pour des suites. 

2.2 Outils et schema de la preuve du theoreme [T]. 

Nous presentons ici un plan detaille de la demonstration du theoreme ^ 
avec les principaux arguments. L'irrationnel a et le reel non entier s etant fixes, 
nous discutons les conditions sur un couple (/3, t) de reels modulo 1 pour que 
P equation ©, </?/3 = e 2i7r * / / foT, admette une solution. 

2.2.1 Principe approximations de (3 et t. 

La demonstration sera basee sur Petude de la convergence des solutions ap- 
prochees fournies par les fonctions de transfert "triviales" obtenues pour par les 
approximations de j3 et t dans Za, selon le paragraphe d. l.ll 

Pour montrer que les conditions du theoreme sufhsent, c'est la methode de 
K. Merrill, qui montre que est un quasi-cobord sous une hypothese tres 
voisinc mais plus forte : dans [20], on trouve la condition \\b n s\\ < oo au lieu 
de II II 2 < 00 ■ Nous aurons surtout a preciser exactement les conditions de 
la convergence. 

Dans Pautre sens, on montrera que les solutions approchees doivent con- 
verger vers /, a un choix de constantes pres, et on est ramene au probleme de 
caracteriser cette convergence. Mais il sera plus simple de savoir d'abord que j3 
et t sont bien approches par Za, c'est-a-dire (3, t S H^a). 

Le fait que (3 doit appartenir a Hoo(a) est connu depuis W. Veech [2E] 
et M. Stewart [2Zj qui montrent aussi que ses coefficients b n doivent satisfaire 
\\b n s\\ — > - et ce sont les seules conditions necessaires deja connues. lis utilisent 
une methode differente, basee sur les temps de rigidite de T : lorsque (p = 
e 2M f/foT, on a ipW = e 2l7rnt ///oT™ pour tout n et e - 2lTr ™V ( ™ ) doit tendre 
vers 1 en mesure lorsque n tend vers Pinfini avec ||n.Q!|| — * 0, done on obtient des 
conditions sur la repartition des ip^ (c'est aussi Putilisation de la reciproque 
qui conduit aux criteres suffisants etablis dans [2Hi et |2Tj). 

Nous avons besoin de cette propriete uniquement lorsque n est un denomi- 
nates de la fraction continue de a, a savoir : si ipp est cohomologue a e 2l7r *, on 
doit avoir 

e- 2 "«» f I ip% n) d\ 1, (6) 

ou de fagon equivalente s<j>p^ — q n t — > mod 1 en mesure. 

On a <fro {x) = J2o<j<q n ^-[o,{p}[)( x ) ~ Qnf3 ■ c'est Pecart a la moyenne du 
nombre de passages de (x + ja)o<j<q„ dans [0, {/3}[ et il est connu que, pour 
un denominateur q n , on obtient au plus 3 valeurs. Ces valeurs sont de la forme 
j — avec des entiers j consecutifs car les sauts de </>l 9 "' ) valent ±1. Lorsque 
s € ^Z, la condition ® implique qu'il existe j n tel que 0^ j 9 "' ) — (j n — q n (3) tende 
vers en mesure; comme J T (f>g dX = 0, on doit avoir j n — q n (3 — > d'ou 
Wlnf3\\ — > et de plus s</>L 9 "' ) — > en mesure, done aussi \\q n t\\ — > 0. 
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Nous discuterons plus precisement la repartition de ?Vg 9 "^ et les cas restants 
au § 12.3.31 Pour la suite de ce paragraphe, on suppose que (3 et t appartiennent 
a H^a). On note les developpements d'Ostrowski symetriques de /3 et t dans 
T et leurs approximations dans Za comme au § 12.1.21 : 

00 

P = ^2 b n q n a, t = ^ b' n q n a, (7) 

3>0 

et 

n— 1 

fin = k n a = ^ bjqja, t n = k' n a = ^ b'^a 

0<j<n 

pour n > 1, les b n et les b' n etant des entiers verifiant b n /a n+ i — > 0, b' n /a n +i — ^ 0. 
On rappelle les estimations 



f fc n = o(q n ), f3 - j3 n = o(a„_i), 
\ *4 = o(g„), et £-t„ = o(a n _i). 



2.2.2 Description de la suite des fonctions de transfert. 

Pour tout n > 1, s0/3„ = <^fc n a est cohomologue a t n = k' n a modulo 1. On 
decrit ici la suite des fonctions de transfert, defmies a une constante pres, en 
vue d'etudier leur convergence. On pose 

fn = Wk„,k> n + Cn, fn = exp 2i7r/„ 

ou u>k n ,k' est la fonction affine par morceaux definie au ? 12.1.11 et c n est une 
constante qu'on choisira ensuite selon les besoins ; alors 

S(j>0 n = tn + fn - fn T mod 1. (8) 

On pose aussi 

On = fn+1 - fn Ct 6 n = fn+l/fn = exp2l7T0„. 

Comme t n +i —t n = b' n q n a et 4>p n+1 - 4>p n = 4>b n q n a°T~ kn d'apres ®, 

s(f>b n q n a ° T~ kn = b' n q n a + 6 n - 6 n o T modi (9) 

ct 8 n est egal a ^b„g n ,b' q„ T~ kn a une constante pres. 

On suppose n assez grand pour que b n et b' n soient petits devant a n +i ; alors 
||&ri9na|| = |6„|a„ est petit devant a n -i- Pour decrire le comportement de /„ 
et 6 n , on doit distinguer plusieurs cas, selon les signes de k n et b n , et selon la 
parite de n. On suppose d'abord ici k n > 0, b n > et n pair. 

Alors les discontinuites de /„ et n sont situces aux points (T J 0)i< :) <fc jl et 
(T 3 Pn)i<j<b„q„ respectivement ; ces points se representent bien dans la tour 
majeure 

T n = (T~ J [/3 n ,/3 n + a n -x[) Q ^ j<qn , 

de base B n = T~ q " +1 [f3 n , Pn + a n -i[, qu'on appellera simplement dans la suite 
la tour majeure d'ordre n. Plus precisement, les discontinuites de /„ se trouvent 
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Fig. 1 - Tour majeure d'ordre n, partie principale. 
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a une extremite des derniers etages et celles de 9 n , qu'on peut aussi ecrire 
T~i(f3 n + ka n ) avec 1 < k < b n et < j < g n , se trouvent dans la sous-tour 

l n =(T-i[p ni p n+1 ])^. <qn (10) 

de base /„ = T~ 9n+1 [/3„, [3 n+ {\ et de mesure b n q n a n convergeant vers 0. 
La sous-tour complementaire 7^ = (T J B' n )o<j<q n de base = B„ \ I n sera 
appelee la tour principale d'ordre n. On a represents figure la tour majeure 
avec les deux sous-tours et les points de discontinuity de /„ et 9 n . 
On obtient les proprietes suivantes : 

(i) Sur chaque etage T^B n de T n (0 < j < q n ), la fonction /„ est affine de 
pente k n s + k' n , done sa variation y est petite : 

V T iB n (fn) < \k n S + *4|On-l < \k n S + Kl/ln 0. (11) 

(ii) Sur chaque etage T^B' n de 7^ (0 < j < la fonction 6*„ est affine 
de pente (6 n s + b' n )q n , et sa variation est de l'ordre de \b n s + b' n \ (car 
\ < q n a n -i < 1). 

(iii) Hors de [/3„,/3„+i[, on a 4>b n q„ a ° = done 6 n oT — 9 n = 
(b n s + b' n )q n a mod 1 d'apres @. En iterant, pour tout point x e S n , 

||0„ o T^x) - 9 n (x)\\ < \b n s + b' n \q n a n pour < j < q n . (12) 

Comme q n a n est de l'ordre de l/a n+ i, cette derniere inegalite signifie que 9 n 
est presque invariante par T sur T n . 

Pour les autres cas {k n < 0, b n < ou n impair), on precisera au S 12.3.21 les 
modifications a apporter pour obtenir les memes proprietes. 

2.2.3 Pourquoi les conditions du theoreme ^ sufnsent-elles ? 

On suppose que (3 et t satisfont les conditions du theoreme^ e'est-a-dire 
\bn\qnCtn < oo, les coefficients du developpement de t verifient b' n — — [b n s] 
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pour n assez grand et 

J2(b n s + b' n ) 2 < oo. 

n>0 

Pour montrer que l'equation J2J) admet une solution, il suffit de montrer que la 
suite des fonctions /„ = exp 2iirf n admet une valeur d'adherence faible / non 
nulle dans L 2 (T) (par exemple). En effet, comme <f>p n converge ponctuellement 
vers 4>p, sauf peut-etre en 0, et que t n converge vers t, on verifie immediatement 
d'apres I© qu'alors / satisfait l'egalite <pp foT = e 2l7r */, et 1'ergodicite de T 
assure que / est de module constant, non nul puisque / est supposee non nulle. 

Avec l'hypothese plus forte de K. Merrill (|2ni)> avec toujours J2 n \bn\Qn a n < 
oo mais J2n \bn.s + b' n \ < oo, on obtient la convergence de la serie II 1 — On\\i, 
done la convergence de (/„) dans L 1 (T), moyennant un choix des constantes c„. 
On peut se restreindre a la sous-suite des indices pour lesquels 9 n est non nulle, 
e'est-a-dire b n ^ ou b' n ^ 0. Avec la premiere hypothese, la somme des mesures 
des tours mineures correspondantes est finie et on a aussi X(T n ) < oo, done 
il suffit d'estimer l'integrale de |1 — 6 n \ sur la tour principale. En choisissant les 
constantes c„ de facon que 9 n s'annule en un point de B' nl on a \9 n \ < |6 n s + fo^| 
sur B' n d'apres la propriete (ii) et \\6 n \\ < \b n s + b' n \(l + (7„a„)d'apres fT^I sur 
7^'. on obtient grace a la seconde condition la convergence annoncee. 

Dans notre cas, il faut etre plus precis et on montrera seulement qu'il existe 
une fonction g 6 L 2 (T) telle que lim | J T gf n d\\ > 0, pour prouver que (f n ) ad- 
met une valeur d'adherence faible non nulle. On peut toujours negliger l'integrale 
sur le complementaire de la tour principale, qui reste de masse sommable. Sur la 
tour principale, on a une propriete d'independance asymptotique de f n et 9 n , du 
fait que /„ est pratiquement constante sur les etages et que 9 n est presque invari- 
ante par T . Plus precisement, on montrera que si g est une fonction constante 
sur les etages de T n l'integrale de f n +i est proche du produit des integrales de 
/„ et 9 n . II s'ensuit que la condition lim | J f n d\\ > est verifiee des que le 
produit Y\ A ( B' ) I Ib' ®ndX\ est non nul. Comme d'apres (JT^J, l'ecart des valeurs 
de 9 n entre les etages de la tour d'ordre n est encore sommable et il suffit done 
de montrer la convergence de la serie 1 — xpFj l Ib' &ndX\. Le calcul sur B' n est 
parfaitement explicite, et la valeur trouvee est bien de l'ordre de (b n s + b' n ) 2 qui 
est supposee sommable. 

2.2.4 Pourquoi ces conditions sont-elles necessaires ? 

II s'agit maintenant de comprendre pourquoi les conditions sont egalement 
necessaires. On suppose done l'existence d'une solution a l'equation (PJ, et on 
note ipp = exp 2iirs<f>i3. On a deja vu au debut du chapitre que necessairement (3 
et t se decomposent sous la forme |J7J, et on peut done reprendre les notations 
et hypotheses du paragraphc 12 . 2 . 2l 

Pour tout u, l'equation de cohomologie pour / et pour /„ donne en dehors de 
l'intervalle [/3„,/3[ l'egalite 

(/„ ~f)oT= (f n - f) + (t n - t) - s((3 - I3 n ) mod 1. 

De fagon analogue au parasr aohe 12 . 2 . 21 on peut done afhrmer que : 

- En dehors de l'ensemble Ug n_1 T--»'[/2„ ) /3[ J qui est de mesure petite (car 
((3 n — (3) est negligeable devant a n -i), si /„ est proche de / sur la base de 
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la tour majeure d'ordre n, alors elle approche / sur n'importe quel autre 
etage a 2irq n (\\t — t n \\ + \s\\\f3 — (3 n \\) pres qui reste negligeable. 
- (/ — f n ) est pratiquement constante sur les etages de la tour majeure 
d'ordre n representee figure CJ 

Ces proprietes permettent de montrer que / est la limite forte L 2 de la suite 

des fonctions (/„) ( voir proposition |2J ■ 

II reste enfin a estimer le comportement de la suite (0 n ). Comme la suite (f n ) 
converge dans L 2 , il est necessaire que ||1 — 9 n \\2 soit petite. Par suite, comme sa 
pente est constante sur les etages de la tour principale, et que sa valeur moyenne 
est a peu pres la meme sur chaque etage (par (|T^| V on en deduit que sa variation 
totale sur un etage doit etre petite : ceci signifie que (sb n + b' n )q n a n ^i — > 0, et 
on retrouve la seconde condition obtenue par Veech et Stewart, \sb n + b' n \ = 

\\sbj -> o dm, na). 

Reprenons maintenant la figure ^ : les discontinuites de 9 n sont regulicrcmcnt 
reparties dans 2"„, et les sauts y sont de taille constante —s. Pour que le produit 
des 9 n converge, il est necessaire que les sauts ne se propagent pas : autrement dit 
il faut que A( lim X n ) = 0. Comme les ensembles X n sont a peu pres independants, 
on obtient comme condition necessaire la convergence de la serie (b n q n a n ). 
Enfin, la derniere condition provient comme precedemment de 1' "independance" 
entre f n et 9 n , qui permet d'affirmer que, comme lim|/ T /„dA| > 0, et que 
/„ + i = f n 9 n , on a encore Y\ I J T 9 n d\\ > 0. On obtient que la serie (1 — | L 9 n dX\) 
converge, d'oii la derniere condition necessaire \sb n + b' n \ 2 < oo. 

2.3 Les tours de la rotation 

Nous precisons dans ce paragraphe la construction des tours qui intervien- 
nent tout au long de notre travail. Les choix des tours representees plus loin 
varient selon les valeurs de n et de la suite (k n ) : il ne s'agit que d'unifier les 
discussions lors de la preuve du theoreme^ P ar contort, le lecteur pourra se 
restreindre a l'une des representations donnees ci-apres (on pourra par exemple 
supposer n pair, b n et k n positifs). 

2.3.1 Representation sur T x Z 

Nous rappelons brievement les elements necessaires a la suite, pour une de- 
scription plus detaillee, nous referons a X. On definit sur T x Z la relation 
d'equivalence (Tx,n) ~ (x, n + 1) ; alors T est isomorphe a l'espace quotient 
TxZ/~. Ceci revient a identifier la rotation de a sur T avec, ou bien la trans- 
lation verticale de (0, 1), ou bien la translation horizontale de (a, 0) dans T x Z. 
On choisit maintenant des domaines fondamentaux lies a la fraction continue de 
a de la facon suivante : pour tout n et pour tout x £ T, la partition determinee 
par les points (T~ : >x)o<j<q rz se decompose en deux tours d'intervalles : on lui 
associera Tun ou l'autre des domaines fondamentaux representes pour n pair 
sur la figure |3 lis peuvent s'ecrire, aux translations par (a, — 1) pres, sous la 
forme : 

[x, T-^x[x{-q n + 1, .., 0} U [T-*>-*x, T~^+^x[x{-q n + 1, .., -q n + q n - 1 } 
(cas 1), 

}T^x, x] x {-q n + 1, .., 0}U]T-«»+««-^, T^x[x{-q n _ x + 1, .., 0} (cas 2). 
Remarquons que le cas 2 s'obtient a partir du cas 1 en remplagant T par T . 
Nous adopterons pour la suite les terminologies suivantes : 
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Fig. 2 - Domaines fondamentaux d'ordre n 



- 



0<j<q, 



ln-l 



Qn-l 



Cas 1 




Cas 2 



- La tour majeure associee au domaine fondamental d'ordre n : c'est la tour 
de hauteur q n et de base B n egale a T~ q,l+1 [0, T~ qn - 1 0[ dans le cas 1. Dans 
le cas 2, nous appellerons encore base l'intervalle B n defini par }T q7l ~ 1 0, 0] 
(qui est bien la base de la tour majeure pour la transformation T _1 ). 

- La tour mineure associee au domaine fondamental d'ordre n est la tour 
de hauteur g n _ a et de base B° egale a T-^+ 1 [T^ q — 1 0, T- q — 1+q "0[ dans 
le cas 1 et }T qn - 1 ^ qn 0, T qn - 1 0] dans le cas 2 (selon les memes conventions 
que ci-dessus). 

On notera que les bases des tours mineure et majeure sont deux intervalles 
admettant une extremite commune. 

2.3.2 Une suite de domaines fondamentaux privilegiee. 

Soit /3 € T. On suppose que —> et on reprend les notations JJJ pour 

(3. On choisit une suite de domaines fondamentaux qu'on note (X> n (/3)) et qui 
verifie les conditions suivantes : 

- T> n {(3) est un des domaines fondamentaux associe a la partition determinee 
par les points (T j 0)k n <j<q n +k n si k n < et (T j 0) kn -q n< j<k n sinon. 

- T> n (f3) est represente selon le cas 1 de la figure|2|si <aq n X f3—k n a >> 
et selon le cas 2 sinon. 

Nous obtenons pour X> n (/3) l'un des cas de la figure [3] On remarquera aisement 
que la suite des partitions associee a {T> n {j3)) se raffine, et bien sur qu'elle 
engendre la tribu borelienne. Enfin, pour tout n suffisamment grand (de sorte 
que |6 n | < a n+ i/2 par exemple), lorsque k n ^ fc n +i, \\k n a — fe n +ia|| est inferieur 
a Q n _i, et </3 — k n a> et <k n+ \a — k n a> sont de meme signe. On en deduit 
que les points k n a, k n +\a et j3 sont toujours sur le meme etage, soit le premier 
soit le dernier, de la tour majeure d'ordre n. Nous retrouverons ces domaines 
fondamentaux dans les preuves des theoremes ^ °t El 
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Fig. 3 - Representation de T> n (f3) (cas n pair). 



-l) n </3- k n a> > 



-l) n <(3- k n a> < 



K >0 



k n a (3 




kn+lOt 



B r . 



B 



On-l 



a, 



k n a 







k n < 



°i 

t B n Bi\ 
k n a Vn+ia 




2.3.3 ||/3<7n|| dans un domaine fondamental d'ordre n. 

Soit (3 dans T. Pour tout n, ce point admet un unique representant (encore 
appele f3) dans le domaine fondamental 2?„(0). Ses coordonnecs (x n ,j n ) dans 
T> n (0) satisfont (3 — j n a + (— l) n x n (cf figure EJ. Notons egalement que 

0q n = j n aqn + [-l) n x n q n = (-l) n (j n a n + q n x n ). 



On s'interesse maintcnant a la distribution de 



dans T : possede 2q n 

discontinuites {T~- , 0)o<j< qn et (T~ J [3)o<j <qn , qui se representent facilement 
dans D n (0). 

Comme les etages de 2? n (0) sont des intervalles, ^L 9 "^ est constante sur les 
segments des etages de T> n (0) sans discontinuity, et constante sur les trans- 
lates de ces segments des qu'ils ne contiennent pas \T~ qn (i 1 j3[ ni [T~ 9 ™0, 0[ (car 
(jf2 n 'oT — 4>g + <pf3oT qn — (f>p). En remarquant enfin que les sauts de 4>p sont 

constants et valent ±1, on constate que (j)^™^ ne prend que 2 ou 3 valeurs qui 
se repartissent selon les domaines representes sur la figure 0] (cas n pair) . Soit 

E n = {<J> ( f j n) ^ ^ (P)} (l'ensemble hachuree en gris sur la figure H}. La condi- 
tion © montre que les seules valeurs d'adherence possibles de X(E n ) sont ou 
1. 

Posons A n l'ensemble de T> n (0) des (3 tels que x n < 0, alors \\(3q n \\ et \{E n ) sont 
lies par les remarques suivantes : 

Lorsque/3 ^ A n , </>^ 9 "^ n'a que 2 valeurs et X(E n ) = a n j n +x n q n = (— l) n j3q„ mod 1 
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Fig. 4 - Repartition de </4 9 "^ dans V n (0) 



a n -i 



q n -l 




Cas /3 ^ A n . 



Cas /3 G A r 



ce qui donnc 

||/Jg n || = min(A(£„),l- A(£„)). 

Lorsque f3 G A n , on a A(-E„) = -x n (q n - j n ) + (a n + x n )j n . ALors on voit 
aisement que \(—l) n ftq n \ = \x n (q n - j n ) + (a„ + x n )j n \ < \{E n ). D'autre part, a 
l'aide de la representation geometrique des 2 quantites, on verifie facilement que 
\{E n ) - | < /3q n > | = 2min(-a; rl (g„ - j n ),j n (a n + x n ) < 2(a n q n - X(E n )) < 
2(1 - X(E n )). On obticnt done 

3X(E n ) - 2 < \{Pq n }\ < \(E n ). 

Par consequent, comme (min(A(£' Il ), 1 — X(E n ))) converge vers 0, on en deduit 
aussi que (||/3?n||) converge vers 0. 

2.4 Quelques relations utiles 

Nous aurons besoin, pour la preuve du theoreme^ d'exprimer la fonction 
de transfert solution de l'equation JJJl comme limite forte dans L 2 d'une suite 
de fonctions de transfert bien approchees par leurs projections sur des suites 
de tours associees a la rotation. Ce paragraphe a pour objectif d'etablir des 
conditions suffisantes sur une suite de fonctions de transfert pour qu'elle admette 
une limite forte L 2 . Les conditions obtenues ne sont pas specifiques aux rotations 
irrationnelles, et on pourra remarquer que tous les resultats enonces ici sont 
valables pour n'importe quelle transformation T de T, bijective, bimesurable et 
preservant A. 

On suppose dans les lemmes qui suivent que tp est une fonction de module 1. 

S'il existe 6 de module 1 et <5 solutions de l'equation — — = e l5 <p, alors pour 
tout ensemble mesurable B on peut ecrire 

f 6d\ = [ 0d\ + Ox (SjX(B)) + O x (2A({^ ^ 1} n B)) . (13) 

JTiB JB * ' 
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Lemme 3 Supposons 6 et S solutions de l'equation precedente. Soit (T- J i3)o<j</ 1 
une tour telle que ip — 1 sur T = Uo<j <hT^ B. Pour toute fonction g de module 
inferieur a 1, constante sur chacun des etages de la tour et pour toute fonction 
/ de module 1, on a 



9f9dX = xfm I 9fdX I ^ A + A ( r )°i f 7 E W/) 



A(B) 



(14) 



Preuve : On commence par decomposer le terme de gauche sur les etages 



gfOdX 



J gfSdX = £ J 

J 1 0<j<h JI 
^,,XjB 5 H B ) iriB^ ^Tiu^TiB^ H B ) JtjB^ ) 



0<j</i 



0<j<h ' 



Pour tout < j < h, comme g est constante sur T° B et que <p^> = 1 sur B, on 
obtient en utilisant (|13[) que : 



TiB KB) 



fdX 



TiB 



X(B) 



TiB 



gfdX / 9dX 



TiB 



gfdX 



( l 



TiB 



\X{B) 



ddX + O^Sh) 



D' autre part on a aussi, en remarquant que \9g\ < 1 
1 



TiB 



f 



X(B) 



fdX dX 



TiB 



<V T3B (f)X(B) = ^p-V TiB (f). 



Comme \fg\ < 1, on obtient par sommation Pegalite annonccc. 
Lemme 4 Soit (T J i?)o<j<h une tour, on a pour tout entier k Pinegalite : 

1*1 



□ 



A(Bn{/)^i})< 



1 



A({<^^1}). 



(15) 



Preuve : Prenons k > par exemplc. II suffit de remarquer que =/= 1} C 

Uo<j<fe{</ ?0 ^ 1: ' 7^ 1}j en posant A = {ip ^ 1} il vient alors naturellement : 

X(B n {p(*> ^ 1}) < ^ A(B n T-^A) < J2 x (t 3 b n A) 

a<j<k a<j<k 

< E A ( r,l+,Bnj4 ) 

0<i<k/h 0<j<h 



< Y, KT ih (U < j<h T^B)nA)< 

0<i<k/h 



k 

h + 1 



X(A). 



□ 
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Lemme 5 Pour tout entier n on suppose qu'il existe deux fonctions de module 
1 j fn et 7„ , et un reel x n verifiant 

f n oT = /„e ,I " 7 „ . 

Si on peut trouver (T 3 -B„)o<j</i„ une suite de tours et N un entier independant 
de n de sorte qu'on ait : 

(i) \(U < j<N h n TiB n ) — » 1, 

(ii) cc„/i„ — ► 0, 

n— >oo 

(iii) A(7„ ^ l)K — > 0, 

n— »oc 

(iv) VB„(/ n ) — » 0. 

n— »oo 

Alors, il existe une suite (c n ) de constantes de module 1 telles que ||c n / n — 

i n 2 — ^ o. 

n — ► oc 

Preuve : Soit n £ N et c„ une constante de module 1, on a l'inegalite 
/ \l-c n f n \ 2 d\< V f \l-c n f n \ 2 dX + A(l-X(U < 3< Nh n T^B n )) . 

0<j<Nh n jTiB « 



En remarquant que \f n c n — 1| 2 = 2 — f n c n — f n c n , et que /„ est une fonction de 
transfert associee a 7^" et — x n , on obtient a l'aide de (|13|l . pour tout < j < 
Nh n : 



|1 - c„/„| 2 dA < / |1 - c n f n \ 2 d\ + 2\x n \j\(B n ) + 4A (b u n {7^ ^ 1}) 
</ |l-c„/„| 2 dA + 2iV| a ;„|+4iVA({7 n ^l}) par CSJ- 

D' autre part on a 

v - (/ »» " WS L (W3 Is, " fMdx ) * " 

On peut trouver y„ tel que si c„ = f n (y n ), on ait / fln |/„ - c^"|dA < 

Vs„(/n)- Par consequent, pour une constante c„ ainsi choisie on obtient 



\l-c n f n \ 2 d\<2X(B n )V B Mn) , 

B„ 

et en sommant dans les inegalites precedentes il vient 

|1 - c„/„| 2 dA < 2NV B Jf n ) + 2N 2 h n \x n \ + AN 2 h n X{{ln ^ 1}) 

+ 4(l-X(U Nh n PB n )). 

Pour une telle suite (c n ), les hypotheses du lemme permettent done clairement 
d'assurer la convergence forte dans I? de (c n f n ) vers 1. □ 
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Lemme 6 Soit (T 3 B n ) <j<h n une suite de tours verifiant lim h n X(B n ) > 0. 
Alors pour toute fonction mesurable / de module 1, les deux propositions sont 
equivalentes : 

- La distance dans L 2 de la restriction de / a ^j<h n T 3 B n sur le sous-espace 
engendre par les fonctions indicatrices des etages de (T-? B n )j < h n converge 
vers 0. 

- La moyenne des variations moyennes de / sur T^B n pour < j < h n tend 
vers 0. 

Preuve : En considerant la projection orthogonale dans L 2 de / au sous- 
espace 7i n engendre par les ( Ito B n )j<h n , l a distance de la restriction de / 
a (Jj < h n T : > B n au sous-espace H n peut s'ecrire 

d 2 (.f lu j<hn TiB n , W„) 



Notons pour tout borelien B de mesurc non nulle, Wb(/) = \(b) 2 IIb 2 \f( x ) ~ 
f (y)\ 2 dxdy . Comme / est une fonction de module 1, on a les inegalites : 



Comme lim X(B n )h n > et h n \{B n ) < 1, on obtient bien l'equivalence an- 






noncee. 



□ 
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Deuxieme partie 

L'equation de cohomologie pour 
les fonctions en escalier. 

3 Cas des fonctions a deux discontinuites. 

II s'agit dans cette partie de prouver le theoreme^ l a preuve se decompose 
en plusieurs etapes, dont la premiere est l'etude des cas triviaux traitee aux 
paragraohes 12 . 1 . ll et 12 . 2 . 21 Le paragraphe qui suit est consacre a la recherche de 
conditions necessaires a l'existence d'une solution a l'equation J3J). On y mon- 
tre que la suite des fonctions dc transfert definie au paragraphe 12 . 2 . 2l converge 
fortement vers une fonction de transfert associee a ipp. Comme ces fonctions 
sont proches de fonctions constantes sur les etages des tours de la rotation, 
on etablit a l'aide des proprietes d'independance asymptotique de ces tours, 
une convergence plus forte qui aboutit, apres un calcul explicite, aux condi- 
tions du theoremeQ Le second paragraphe montre le caractere suffisant de ces 
hypotheses. 

3.1 Conditions necessaires. 

Soit [3 € T et s £ M\Z, on note ipp — exp (2iTTscf>fj). On suppose qu'il existe 
t G T ct / G L°°(T) de module 1 tels que 

„2i7rt / 

^ = e JTf- 

On note (q n ) la suite des denominateurs de la fraction continue associee a a. 
Comme T qn — > I et que e~ 2lnqnt ipp qn ' > = f/f o T Qn , on doit avoir la condition 
© : 

e" 2 "^" / vfc^dX — > 1. 
Jt ™^°° 

On obtient en particulier que | J T Lp^ n ^ dX \ — > 1, d'ou on deduit que ||/?g n || —> 

(cf paragraphe d. 3.31 ). Estimons maintenant la valeur principale de f^'^- On a 
la propriete suivante 

Lemme 7 Pour tout f3 G T tel que ||/3<3vJ| — > 0, la suite des fonctions (4>^ n ^)n 
converge vers en mesure. 

Consequence : II en resulte immediatement la convergence de (<Pp ) vers 1 
dans L . 

Preuve : Comme ||/3<7n|| — ► 0, on peut trouver une suite d'entiers (k n ) verifiant 

n — >oo 

limfc n Q! = (3 mod 1, avec k n /q n — ► et ||/3 — k n a\\q n — > 0. On peut done 
approcher <j>^ par 4>k n a- On obtient a l'aide du paragraphe 12 . 1 . II 

On sait que <f>/3—k n a — — <P ~ k n a> en dehors d'un intervalle de longueur \\[3 — 
k n a\\. Par consequent <^L 9 "]. a = —q n <[3— k n a> sauf sur un ensemble de mesure 
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inferieure a q n \\f3 — k n a\\. Comme la suite (\\f3 — k n a\\q n ) converge vers 0, on 
trouve que ((pall a ) converge vers en mesure. 

D'autre part, Uk n est de pente constante k n , et possede k n discontinuites, aux 
points (T J 0) o<J <fc„ (en supposant par exemple k n > 0) ; alors u>k n — Wfe n ° T q " 
est constante et egale a k n {— l) n a n , sauf sur des intervalles de longueur a n de 
la forme [T J 0, T^~ qn 0] pour < j < k n . Comme k n a n — > 0, on en deduit que 

n — >oc 

LUk n — 0Jk n ° T q " converge vers en mesure. □ 

D'apres le lemme0 la condition © entraine done la convergence de (||t<?n||) 
vers 0. On peut alors ecrire 

oo oo 


oil (b n ) et (b' n ) sont des suites d'entiers verifiant lim6„/a„ + i = ]jmb' n /a n +i = 0. 
Nous noterons egalement comme dans la presentation (cf 12. 211 : 

Pn = k n oz, k n = bjqj, 

t n = k' n a et k' n = ^o" 1 bfy. 

On rappelle que k n et k' n sont infiniment petits devant q„, et que — et 
|| t — t n \\ sont infiniment petits devant a n -\. 

Notons, toujours selon le paragraphic 12 . 2 . 21 pour tout n, /„ = exp fiiiruik^^) ■ 
cette fonction est bien approchee par sa projection sur les etages de la tour 
majeure d'ordre n de la rotation, dont la mesure tend vers 1. De plus les suites 
(k n a) et (k' n a) convergent assez vite vers (3 et t. Ceci permet de montrer le 
resultat suivant : 

Proposition 2 S'il existe une solution a Pequation (1), quitte a multiplier /„ 
par une constante de module 1, la suite (/„) definie precedemment converge 
fortement vers / dans L 2 . 

Preuve : Les egalites (01 et JHJ) permettent d'ecrire : 

On va appliquer le lemme pour la suite (//„) en choisissant la suite des 
tours majeures des domaines T> n {J3) (cf figureOJ , qu'on note ((T- J i? n )o<j<(j„-i)n- 
Verifions les hypotheses du lemmeEl: la condition (i) est bien realisee en prenant 
N = 2, et les conditions (ii) et (Hi) resultent immediatement du fait que (||/3 — 
Pn\\q n ) ct (||t— t n \\q n ) convergent vers 0. Enfin, il reste a verifier que Vb„ (//„) —* 
0. Comme les discontinuites de /„ se trouvent aux extremites des etages de 
(T J f?„)o<j< g „-i, f n est continue sur chacun des etages de la tour d'ordre n. Sur 
B n , fn est done afhne et de pente sk n +k' n d'ou Vs„ (fn) < 27r|sfc n +fc^|a n _i — > 0. 
De plus VB n (ff n ) < VB n (f n ) + Vb„ (/) ; ct il suffit pour montrer le resultat de 
verifier que la variation de / sur B n converge bien vers 0. 

(B n ) etant une suite d'intervalles dont la mesure tend vers 0, la restriction de / 
a Uo<j< g „-iT- , -B„ est proche dans L 2 de sa projection orthogonale sur l'espace 
engendre par ( l T i Bn )o<j< gn -i. De plus (q n — l)a n — i > 1/2, et le lemme El 
assure done que 

— — r Y, V TiBn (f)^0. 
9 " _1 o<^-i 
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Par ailleurs ipp est constante sur les intervalles ne contenant ni ni f3, elle est 
done constante sur chaque T 3 B n , pour j £ {0, .., q n — 2}. Alors pour tout x et y 
dans B n on a tp^' (x) = ip^ (y). Par consequent, quelque soit j £ {0, .., q n — 2}, 
pour tous x et y dans £?„, 

\f{Tix)-f{Tiy)\ = |/(x)e 2 ^"V?W - M<P* jt <pf {v)\ 

= \m-m\. 

II en resulte que la variation moyenne de / ne depend pas de l'etage de la tour, 
et ceci entraine bien que Vb„ (/) — ► 0. □ 

On s'interesse maintenant a 9 n = /n+i/„ : d'apres le paragraphe 12 . 2 . 21 6 n 
admet des discontinuites aux points de la forme (T 3 0)k n <j<k n+1 (si b n > 0), dont 
les sauts en ces points valent —s, et qui est affine et de pente constante egale a 
(b n s + b' n )q n entre 2 discontinuites. Le but de ce paragraphe est d'expliciter a 
l'aide de 8 n le resultat de la proposition precedente. C'est ce calcul qui aboutira 
aux conditions du theoreme^ 

Commc (|| /„ — /,i+i||2) converge vers 0, on obtient : 

||1 -Ma — > 0. 

n — foe 



Remarque : lorsque b n — 0, 9 n est simplement une fonction propre de T pour 
la valeur propre b' n q n a. Comme (0 n )n converge vers 1 dans L 2 , pour n assez 
grand 9 n est alors constante et egale a 1. On en deduit que pour n assez grand 
l'hypothese b„ — entraine b' n — et f n +i = fn- Nous pourrons done par la 
suite nous restreindre a l'ensemble des indices A defini par : 

A = {n,6„^0}. 

Notons pour la suite ipn = exp— 2ms l[o,6„<g„a>[ ° T~ kn . D'apres le para- 
graphe e t P ar analogie avec le par aeraphc 12 . 41 on ecrit : 

0n°T _ 2iir(sb n +b')<q n a>.l, 
n — e Vn- 

Grace a la representation de 6 n dans le domaine fondamental T> n (f3) (voir fig- 
ure [5} on etablit les proprietes suivantes (on rappelle que les ensembles (1 n ) 
sont definis par flH| , voir figure et EJ • 

Lemme 8 Lorsque (b n q n a n ) et (b' n q n a n ) convergent vers 0, toutes les pro- 
prietes suivantes sont equivalentes : 

(i) ||1 -Ma — 0, 

n— »oo 

(ii) Pour toute suite d'intervalles (J n )n de longueur a n _i, on a 

1 f (i - e n )d\ — » o, 



(iii) sb n + b' n — > 0, et 3x n £ B' 6 n (x n ) — > 1, 

n — >oo n — >oo 

(iv) \\(i-e n ) lie Hoc — > o. 



n— »oo 
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Fig. 5 - Les tours de V n ((3). 

(3n j" Q " Pn+1 (3n+a n -! 



T 



discontinuites 
de 6 n 



In 



Partie 
principale 



BL 



Tour mineure 



B„ 



Un-l 



Preuve : D'apres la remarque precedente, il sufRt de demontrer le lemme pour 
n e A. 

Supposons (i). Si J n est un intervalle de longueur a n -i, alors (T J J n )o<j<q„ est 
une tour dont la mesure a n -iq n est superieure a 1/2. Les relations (1131) et Ijl5|l 
permettent d'ecrire pour tout j G {0, .., q n — 1} : 



9„dX 



9 n dX + Oi(27r| s 6„ + b' n \a n q n X{J n ) + 4A({^„ # 1})). 



Par sommation, on obtient alors 





(1 - 0™)dA 


< 


/ (1 - 0„)rfA 


+ 27r|s6„ + ^|a„g„(q„a„_i) 








"' u o< J < 9 „TJ J„ 





d'ou, comme X{{ip n ^ 1}) < \b n \a n et a n _ig„ > 1/2 
1 



A(J„) 



(i - e n )d\ 



< 2111 



+ 4 9 „A({^„ ^ 1}), 
n ||i + 2(7r|s6„ + ^| +4|6 n |)a n g n . 



Par hypothese le second terme converge vers et on en deduit (ii). 
Pour montrer que (ii) entraine (iii), il suffit de calculer explicitement l'integrale 
pour une suite ( J n ) bien choisie. Supposons par exemple que b n > 0. On choisit 
la suite des bases des tours majeures de la suite (D n ((3)), qu'on note (B n ). 
Comme les discontinuites de 9 n sont toutes dans X n , celle-ci est continue sur 
le sous-intervalle de B n) B' n = T~ qn (]f3 n+1 , T^ qn - 1 f3 n [) (voir figure|5j). On peut 
done ecrire pour tout x € B' n 

9„(x) = c„ exp (2?7r(s6„ + b' n )q n x) . 

oii c„ est une constante de module 1. Comme X(B' n ) / X(B n ) — » 1, (ii) entraine 

f (1 - Cn e 2i7r ( sb »+<4)<3»*) 
/ 

JB n a n-l 



-dx ► 0. 

n— >oo 
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Le calcul de cette integrate montre alors que \sb n +b' | — ► et que (c„) converge 

n — >oo 

vers 1. On obtient done (iii). 

Supposons maintenant (iii) : dans T> n (f3), X n est egale a la reunion des etages 
de la tour majeure privee de sa partie principale (cf figure|3J : par consequent il 
sufht dc verifier que 9 n converge uniformement sur la partie principale et la tour 
mineure d'ordre n, de base Grace a la relation 112() . il suffit en fait de verifier 
la convergence uniforme sur Pintervalle B' n U S„. Comme par construction 9 n 
est continue sur cet intervalle de longueur inferieure a ot n —i, affine et de pente 
constante egale a (sb n +b' n )q n on deduit de (iii) que || (l—0 n ) 1 B ' uB o ||oo converge 
vers 0. 

Enfin si on suppose (iv), comme la mesure de X n converge vers 0, on en deduit 
immediatement (i). □ 

Remarque : Comme sb n + b' n — » 0, si la suite (b n ) est bornee alors s est 
necessairement rationnel. Dans ce cas pour tout n assez grand, b n s S Z et 
-b' n = b n s. 

II reste pour terminer a evaluer la vitesse de convergence de ( L n d\) vers 
1. Comme deja dit dans le paragraphe 12.2.41 l'idee est d'approcher J T f n 9 n dX 
par le produit des integrates, puis d'en deduire Y[ \ jr@ndX\ > 0. 
Notons B n la base de la tour majeure associee a T> n (0) (cf paragraphe 12 . 'A . 2\ . 
et T n la tribu engendree par les etages de T> n (f}). Par construction, (T n ) est 
une filtration qui engendre la tribu borelicnne. On a d'abord les estimations 
suivantes : 

Proposition 3 On suppose que (b n q n a n ) et (b' n q n a n ) convergent vers 0. On 
note (/„) et (9 n ) les fonctions definies au paragraphe 12.2.21 Si de plus (9 n ) 
converge vers 1 dans L 2 , alors on peut trouver une suite (e„) qui converge vers 
telle que pour tout n € A et pour toute fonction g JF„-mesurable de module 
infericur a 1 on ait : 

gf n+1 dX = / gf n dX —— / 9 n dX + O x {V Bn (/„) + 

T JT \X(±>n) JB n J 

En notant {rij, j G N} l'ensemble des elements croissants de A on a aussi pour 
tout j 

Preuve : On fixe n € A. On note T n (respectivement T®) la reunion des etages 
de la tour majeure (mineure) associee a T> n {f3). Quitte a supprimer le premier 
ou le dernier etage de T n , on a ip n — 1 sur T n et comme g est constante sur les 
etages de la tour majeure, on peut appliquer le lemme 01 (en remarquant que la 
variation de f n est la meme sur tous les etages) : 



gf n+1 dX = —— gf n dX 9 n dX+X(T n )0 1 (V Bn (fn)+ ' )■ 
X(B n ) J Tn J Bn a n _i 
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Sur la tour mineure, on a plus simplemcnt 



gf n+1 d\ = / gf n dX 



ITS 



1 



TS 



X{B n) JBn 
T° ^™ X(B n ) J B 



9 n dX + / gf n ( ,/„ 
Jt° 

9 n dX 



X{B n ) J Bn 



e n dx dx 



+ X(T®)Oi ^|| (1 — 9 n ) i^ii^ + ii-^I-^^ e n 



dX\\. 



Posons maintenant e„ = 4n\sb n + b' n \ + || (1 — 6 n ) 1-j-o ||oo + |l — X (B ) Ib ^ndX\ : 
cette suite converge vers d'apres le lemme|Hlet on obtient done la premiere re- 
lation de l'enonce en remarquant que A (7^) = a, n q n -i < a n q n et que l/a n _i < 
2g„. 

En ce qui concerne l'estimation de Vg„(/ n ), comme /„ est continue sur B n on 
peut ecrire Vs n (/n) < 27r|sfc„ + k' n \a n -\. Sachant que lorsque n est assez grand, 
b n — entraine 6^ = 0, on obtient pour tout j assez grand 

i-i 

s/c„ 3 + fc^ = J2(sb ni + b' ni )q ni = sk nj _ x + k' n ._ x + (sb^ + b'^Jq,,^,. 
1=1 

Comme d'apres les hypotheses, sk n + k' n — o(q n ) et b n s + b' n — > 0, il vient 
sAv,- +fcn 3 - = o(q nj _ 1 ). En remarquant que a nj _i < \b n] _ 1 \a rLj _ 1 , on trouve bien 
l'estimation annoncee. □ 



Explicitons maintenant la proposition [3] appliquee a une fonction g choisie 
convenablement : comme (/„) converge vers / qui n'est pas nulle, on peut trouver 
N et g une fonction J^-mesurable de module inferieur a 1 telle que L fgdX ^ 
(et telle que pour tout n> N, J f n gdX ^ 0). Alors pour tout j tel que n,j > N, 
g est encore T n -mesurable et la proposition Oldonne : 



/ dfn j + 1 

Jt 



dX = 



9f nj dX 



1 



X(B nj ) J Bn 
II en resulte que le produit correspondant 
1 



dX + o(fe„ 3 _ 1 a„ j _ 1 (7 nj _ 1 ) + o(\b n . \a n .q nj ) 



n 

j>0 



X(B n] ) J Bn 



rl] dX + o(fe nj ._ 1 Q„ 3 _ 1 g„._ 1 ) + o(\b nj \a nj q nj ) 



est strictement positif ce qui entraine alors la convergence de la serie de terme 
general 



1 - 



1 



, dX + o{b nj _ 1 a n . _ 1 q nj _ 1 ) + o( | b nj \ a 7lj q nj ) 



(16) 



X{B nj ) 

II reste a calculer l'integrale de 9 n sur B n , pour neA. On a le resultat suivant : 
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Lemme 9 On reprend les notations precedentes. On suppose que (b n q n a n ), 
(b' n q n ot n ) et (b' n + b n s) convergent vers ; alors on a 



X(B n ) 



9„dX 



1 - (b n a n q n + —(sb n + b' n ) 2 ){\ + o(l)). 



Preuve : II suffit de demontrer l'egalite pour n € A. On suppose, pour allcger 
les notations que n est pair , k n > et b n > 0. B n etant un intervalle de 
longueur q„_i il s'ecrit B n = [x n ,x n +a n _i[. Sur B n , on sait par construction 
que 6 n est affine par morceaux de pente constante egale a q n (sb n + b' n ) et que, 
d'apres le choix de T> n ((3), ses discontinuites se trouvent aux points de la forme 
x n + ja n pour j S {1,..6„} (cf figure [5J. Comme les sauts aux discontinuites 
sont constants et egaux a — s, on peut done ecrire sur [x n , x n + b n a n [ (= /„) 



,dA 



3=0 Jx ™+3°<-n 



e„dx 



b n —l 
3=0 



e r ,dx 



rb n (-s+ qnan (b n s+b'„)) sin (jKj-s + q n a n (b n s + b' n ) 
sin7r(-s + q n a n {b n s + b' n )) 



e n dx 



Or, on sait que, (b n q n a n (b n s + b' n )) n converge vers 0, que s ^ Z et que (||6 n s||) n 
converge vers 0. Par consequent on obtient 



9 n dX) = o(a n ). 



Sur B' nl 6 n est continue, affine et de pente q n (sb n + b' n ), d'ou, en notant a' n _ 1 = 
a n -x - b n a n , 



J e n dx 






J X 



e r ,dx 



e 2iKq n (sb„+b n )x ^ 



<-l/ 2 

sin (7r(s6„ + b£Jg n a4_i) 



7r(s6„ + b' n )q n a' n _ 1 
<-l (l - \{KS + &'J 2 «-l<7n) 2 (l + 0(1)) 



Comme sur A, J 7 6*„dA = o(J B , O n dX) et que la suite (q n a n -i) converge vers 1, 
on obtient finalement le resultat annonce. □ 

II resulte de ce lemme et de la convergence de la serie donnee par (|16|) qu'une 
serie de terme general du type 



T (bn 3 s + b' n .Y{l + o(l)) + \b nj \q nj a nj (1 + o(l)) + o(| 

est convergente. Nous en deduisons finalement les conditions du theoreme ^ : 

< +oo 

J2{b n s + b' n ) 2 < +oo. 
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Ceci clot la recherche des conditions necessaires a l'existence de solutions a 
l'equation de cobord. 



3.2 Des conditions suffisantes. 

On suppose maintenant les conditions du theoreme ^ : il existe une suite 
d'entiers (6 n ) n >o telle que 

P = ^^b n q n a avec — — < 00 et ^ ||6„s|| 2 < 00. 

n an+1 

Posons t — ^2 n b' n q n a avec b' n = — [b n s] : il suffit de montrer qu'on peut con- 
struire une fonction / telle que l'equation © soit verifiee. 

On reprend les notations des paragraphes precedents. On choisit la constante 
des fonctions 9 n du par agraohe 12.2.21 de sorte que 9 n (m n ) = 1, ou m n designe 
le milieu de B' n . Pour trouver une fonction / verifiant @ il suffit de montrer 
que la suite (/ n ) definie par /„ = YQ 1 9k admet une valeur d'adherence pour 
la topologie faible L 2 qui soit non identiquement nulle. Pour cela, on utilise 
la proposition |3 : par construction de (9 n ) les hypotheses de la proposition 
sont bien verifiees. L'estimation de VB n (f n ) donnee par cette proposition et la 
sommabilite de la serie (\b n \q n a n ) permettent d'affirmer qu'il existe une suite 
sommable (u n ) verifiant : pour tout n et pour toute g J^-mesurable de module 
infcrieur a 1, on a 

f n+1 gdX = [ f n gd\ [ 1 [ 9 n dX 

D'autre part les conditions arithmetiques sur (b n ) et le choix de (9 n ) donnent 
grace au lemme El : 



E 

n>0 



KBn 



< +00. 



Par consequent le produit Iln>o( T(W^ Ib @ndX) converge vers une limite non 
nulle. On deduit de ces remarques que toute valeur d'adherence faible de (/«), /, 
satisfait : pour tout n et pour toute fonction g ^.-mesurable de module inferieur 
a 1, 

p p OO ^| p 00 

I fsd * = L n ws I + °. <g - 

Comme Y\™ jrwi Ib ®kdX — > 1 et J2k=7i u k — > 0> pour tout n assez grand 

on a J2k>n u k < 1/4 et ]J k>n \(h n ) I $B k ^ fcC ^l > V 2 - ^ reste maintenant a 
trouver n et g de sorte que \J T gf n dX\ soit strictement superieur a 1/2 : on 
sait par construction que f n est affine sur chacun des etages de T> n {[3) (ses 
discontinuites sont sur le bord des etages), et de pente constante egale a (sk n + 
k' n ). Par consequent sa variation moyenne sur chacun des etages de T> n (j3) est de 
l'ordre de 0\{a n -\{sk n + k' n )) qui converge vers lorsque n tend vers l'infini. 
Choisissons ~g — E[f n \!F n ] la projection orthogonale de f n sur les etages de 
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T> n (P), on obtient alors 

[ f n gdX = \\fn\\l-\\fn-g\\l 



9.-1 r 

i-Y, |/n-^| a dA + Oi(a n ?„_i) 

1 - Oi(q n a n ~i(sk n + k' n )a n ^i + <j„_ia„) 
1. 



n — > + oo 



Pour n assez grand on peut done trouver g JF n -mesurable telle que \g\ < 1 ct 
I Jx fngd\\ > 1/2. Ceci montre done que \J T fgdX\ > 0. Finalement / est non 
nulle et la reciproque est bien complete. 

Remarque : En raison des resultats du paragraphe precedent, on obtient en 
fait que la suite (/„) converge fortement dans L 1 vers la fonction de transfert 
/• 

4 Cas general des fonctions en escalier. 

L'objet de cette partie est la preuve du theoremeEl On se donne, pour un 
entier m non nul m + 1 elements de T distincts {(3j)j>o tels que (3$ = 0, et m+ 1 
reels non entiers de somme nulle (sj)j>o- On note ensuite 

m 

(f) = ^2 s i4>(i ] j et ¥ = ex P (2i7r0). 

Le plan suivi est analogue a celui de la partie precedente : Le premier paragraphe 
est consacre a la necessite des conditions du theoreme|21 sous l'hypothese du 
theoreme sur l'unicite de l'ecriture de <f>. le second paragraphe etablit la preuve 
de la reciproque en toute generalite. 

4.1 Conditions necessaires. 

On travaille ici avec l'hypothese suivante : 

Pour toute partie stricte non vide J de {0, .., m}, on a Sj ^ Z. (H) 

Comme precedemment, on suppose qu'il existe t € T et F mesurable de T dans 
S 1 verifiant 

v = e2l * t Y^f' (17) 

ct on note F un releve de F sur R. 

4.1.1 Decomposition d'Ostrowski. 

Nous avons toujours d'apres (|1T|) la condition spectrale | J T ip( qrl 'd\\ — > 1. 
Avec l'hypothese (H), on etablit la proposition suivante : 
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Fig. 6 - lim„ 6A a n+1 = +00 
V n {e) 



Otn-1 



T 

n 



/ 

Pi 



q n -i 



4e/q n 



Ctr. 



Proposition 4 Sous l'hypothese (H), si | L ip^ qn 'dX\ — ► 1, alors on a pour 
tout j £ {0, .., to} 

WPjQnW — > 0. 
n — >oo 

Preuve : Supposons par l'absurde qu'il existe j € {1, ..to} tel que ||ft<2Vi| no 
converge pas vers 0. On pose par exemplc j = 1. Alors l'equivalence (|42() (voir 
l'appendice) montre qu'on peut trouver e > et un ensemble infmi d'entiers,Ai, 
tels que ft ^ U ne AiV„(e), ou on a pose h n — mui(e/a n ,q n /2) et 

V„(e) = {x n + k n a, \x n \ < e/q n , et \k n \ < h n }. 

Remarquons que lorsque e < 1/4, l'ecriture dans V n (e) est unique et qu'on 
peut done le representer dans un domaine fondamental d'ordre n par un rect- 
angle (voir figure ITS|) . De plus, ces rectangles sont croissants en fonction de 
s. On repartit maintenant les (Pi) en deux categories, selon que Pi est dans 
lim ngAiVn(e) pour tout s, ou non. Par extractions successives, on peut done 
trouver un ensemble infini d'entiers, A, et £0 G]0, l/8[ tels que pour tout i € 
{0, .., to} on ait 

(i) ou bien pi G lim „gAV ra (e) pour tout e > 0, 

(ii) ou bien $ ^ U„ eA V„(2£o)- 

On notera I = {i E {0, .., to}, Pi satisfait (i)}. Remarquons que / est une partie 
non triviale de {0, .., m} (car £ I mais 1 ^ I). Enfin, on peut encore supposcr, 
quitte a restreindre A, que lim„ e Aan+i = +00, ou que lim ne A«n+i < oo- 
Premier cas : lim„ e Aan+i = oo- 

Choisissons e = £0, de sorte que pour tout i ^ /, ft ^ UaV„(2£). Comme dans 
ce cas la suite (a n q n ) n converge vers 0, on peut aussi supposer que pour tout 
n e A, on a a n q n < e/2. Alors V n (e) et V n (2e) sont deux tours de hauteur q n , 
qu'on peut representer dans un domaine fondamental d'ordre n (voir figure |SJ). 
Dans V n (2e)\V n (£) il n'y a aucun des Pi. De plus les discontinuites de (j)^ qn ^ 
issues d'un ft sont contenues dans une tour de largeur a n limitee a droite par ft 
(cas n pair, cf figure EJ). On en deduit qu'il existe deux tours d'intervalles, dont 
on note 7^ et 7^' la reunion des etages, de hauteur q n incluses dans V Tl (2£), 
situees de part et d'autre de V n (e), de largeur e/q n — a n , et dans lesquelles 
(jjVin) ne possede aucune discontinuite. Par consequent (f^ qn ^ est constante sur 
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Fig. 7 - lim n eKa n +i < oo 

«n-l 



Ligne de sauts issue de Pi 




n-l 



chacune de ces tours (cf paragraphe d. 3. 3)l . Enfin, pour passer d'un etage de 7^ 
a un etage de 7^", il faut franchir toutes les discontinuites issues des points dans 
V„(e), c'est a dire que le saut de 4>^ qn " 1 entre 7^' et 7^" est egal a la somme des 
sauts —Si pour i € I : il en decoule que 

\J ip^dX- J ip^d\\=e\l-c- 2in ^^' Sk \. 

Comme a n < e/2q n , on a A(7„') = A(7„") > e/2. Or, on doit avoir | J T (/^^dAI — > 
1, done necessairement Sfcpj s fe = mod 1. Avec l'hypothese (H), ceci impliquc 
que J doit etre triviale, ce qui est absurde. 

Second cas : lim rl eAdri+i < oo- 

Comme on a lim \a n q n > 0, on choisit e < Sq tel que Ae/q n < a n pour tout 
n e A. Alors pour tout i ^ J, /3j ^ UaV„(2£). On s'interesse a la repartition 
des valeurs de (j)^ qn ^ dans V„(2e). Rappelons que dans un domaine fondamental 
d'ordre n, (jM n ^> est constante sur les intervalles des etages qui ne contiennent 
pas les points (T~ 3 Pi)o<j<q n , et constante sur leur images, s'ils sont disjoints 
de [T^ qn (3i, (3i[ (cf paragr aphe 12 . 3 . 3[) . Par consequent, dans n'importe quel do- 
maine fondamental d'ordre n, (j)^ qn " > est constante dans toutes les parties con- 
nexes delimitees par les lignes brisees issues des Pi (qui indiqucnt les instants 
de saut — Sj, si n pair, pour <^ 9 ™)) : on les appellera lignes de sauts issues de Pi 
(voir la figured). 

- Lorsque i G /, les lignes de sauts issues de /3, sont incluses dans une bande 
brisee coupant V„(2e) en deux parties (representees par les parties claires de la 
figure |HJ. 

- Si i £ I et que T 9 ™/3; ^ V„(2e), la ligne de sauts issue de Pi traverse 
eventuellement V n (2e) selon une droite horizontale ou verticale (le "ou" est 
exclusif ici car sinon, on aurait Pi € V n (2e)). 

- Si i ^ I et que T q,l Pi g V„(2e), la ligne de saut issue de Pi ne coupe que le 
bord haut et le bord droit de V n (2e) (cas n pair). 

Comme il y a au plus to lignes de sauts, on peut trouver dans V n (2e)\V n (e) 2 
tours l'une a gauche et Pautre a droite de V„(e), de hauteurs 2e/a n et de largeurs 
e/2mq n et qui ne contiennent aucune partie verticale des lignes de sauts (c'est 
a dire aucun des T 3 Pi pour < j < q n , < i < to). De la meme maniere on 



3G 



Fig 

K(2e 



Lignes de sauts issues 
des Pi, pour i G 1%. 



Lignes de sauts dans V n (2e). 
e/2mq n e/q„ 




e/2ma r . 



Lignes de sauts issues des Pi, pour i G I„. 



trouve 2 tours, l'une en dessous et l'autre au dessus de V„(e), de largeurs 2e/q n 
et de hauteurs e/2ma n dont les etages sont disjoints des lignes de sauts (c'est 
a dire disjoints des intervalles [T 9 "/3j, Les intersections de ces tours dans 
V„(2e) forment 4 tours qui sont disjointes de toutes les lignes de sauts : les 3 
qui nous interessent sont representees par lZ n , IZ 1 ^ et TV n sur la figure 00 Sur 
chacune de ces tours, est done constante, et comme la mesure de chacune 
de ces tours est superieure a e 2 /4m 2 , la condition | J T ip^^dX] — > 1 impose done 
que les valeurs de sur chacune d'elles soient egales modulo 1 pour tout 

n assez grand (car il n'y a qu'un nombre fini de sauts). II suffit pour terminer 
de compter les sauts de 4>( qn ' pour passer d'une tour a l'autre. Pour aller de 
1Z 71 a TZ^ ou a TZ v n , il faut traverser toutes les lignes de sauts issues des Pi pour 
i € I- On note ensuite 7^ (resp. 1%) l'ensemble des indices i ^ 7 des lignes de 
sauts qu'on doit traverser pour aller de 7Z n a TV n (resp. 1Z„). On doit done avoir 
pour tout n assez grand J2 lul h Sj = Y^iui v Si = ® mod 1. Alors comme 7 est 
non vide, on a necessairement que 1^ U 7 et 1% U 7 sont egaux a {0, .., m}. Mais 
Pi ^ V„(2e) si i ^ I, done 7^ et 7^ sont disjoints. Par consequent ces 2 ensembles 
sont necessairement vides, et 7 contient done 1 ce qui est absurde. □ 

L'existence d'une suite de fonctions de transfert convergeant fortement dans 
L 2 vers F se demontre maintenant comme dans la partie precedente. 
D'apres la proposition^] on peut appliquer le lemmeHpour tout pj, done (<f>^ n ^) 

converge vers en mesure. On en deduit que tend vers 1 dans L 1 . De la 

condition © il vient alors \\tq n \\ — > 0. De la on obtient les decompositions : 

n— *oc 

oo oc 

Vj S {0, ., m}, Pj = $W et t = ^ b' n q n a, 
o 1 
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ou (bn^) et (b' n ) sont des suites d'entiers verifiant \\mbn /a n +x = lim6^/a n+ i 

0. Nous utiliserons pour la suite les notations suivantes : 

n-l 

/#> = k^a avec ^=^6^, 



n-l 



t„ = k' n a avec fc„ = 6' ? 



On remarquera que kn et fc^ sont infiniment petits devant q n , et que \\Pj — (3n \\ 
ct || t — t n \\ sont infiniment petits devant a n -\. 

4.1.2 Representation. Choix des Domaines Fondamentaux. 

Nous avons besoin, comme dans la partie precedente de representer les suites 
des fonctions de transfert a l'aide des domaines fondamentaux decrits au para- 
graphe T2.3.2I II sufRra, comme auparavant, d'etudier les termes de cette suite 
pour les indices n dans l'ensemble 

A = {neN, max(|6«|) > 0}. 

j 

Une premiere simplification consiste a ne considerer que les cas oil tous les b„ 
sont positifs : pour cela il suffit de translater par /3 m i n = X/neA mm 
l)q n a. La nouvelle fonction obtenue, encore notee <f> est toujours un quasi- 
cobord, associe a la meme valeur propre t, et a la fonction de transfert translatee. 
Elle s'ecrit encore sous la forme ^™ Sj(j)p. , oil les (sj) sont inchanges, et les f3j 
sont les translates des anciens. On obtient done bien 

Pour tout j e {0, ..,m}, (3j = b^)q n a avec Vn, b[p > 0. 

n 

De plus on a la propriete suivante : 

ne A <^> fmia(&^) = 1 ct max(^f ) ) > . 

Pour tout n on definit b n = maxj(£>n ) et k n = J2o 1 ^>iQii P ms on n °te (3 = 
So° bnlnOi- On a comme dans la partie precedente |j/?9n|| — > 0. On choisira pour 
la suite de representer les fonctions de transfert dans les domaines fondamentaux 
associes a /3, T> n (/3) (cf paragraphc 12 . 3 . 2|) . Pour n € A fixe, assez grand pour 
que b n < On+i/2, on localise facilement les points (/3j)j et ) selon la figure 

El 

4.1.3 Convergence forte des fonctions de transfert. 

Posons avec les notations du paragraphc 12 . 1 . ll et par analogie avec 12 . 2. ^1 



D'apres le paragraphc 12 . 1 . ll on a l'egalite 

m 

^ SjfipU) = K a + Fn- F n oT mod 1. 
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Fig. 9 - V n (f3) 
k n a (3 k n+ ia 
*1 



(fin )t)<j< in 



Qn fc'n 



-(P. 



'j)0<j<n. 



T 



q n -i 



OLn-l 



Pour tout n on definit F n = e 2j7rF ™ , on obtient la proposition suivante : 

Proposition 5 Sous l'hypothese (H), si ip est un quasi-cobord, quitte a mul- 
tiplier F n par une constante de module 1, la suite de fonctions (F n ) n converge 
fortement dans L 2 vers F. 

Preuve : Commc (p = cxp (2iTrt)F/FoT, on obtient avec ce qui precede l'egalite 

(m 
o 

On veut maintenant appliquer le lemme^lpour la suite de fonctions (FF n ) : 
pour cela on choisit la suite des tours majeures de V n ((i), (T^ B n ) <j <qn . (cf 
figure EJ). On verifie ensuite les hypotheses du lemmeEl: 
La condition (i) est bien verifiee pour N = 2. 

Les conditions (ii) et (Hi) decoulent de la convergence des suites (\\t — t n \\q n ) 
et (QnET^WPj-PrPW) versO_ 

Reste la condition (iv) : VB„(FF n ) — * 0. Pour la variation de F n , lorsque n E A, 
les discontinuites de F n sont contenues dans l'ensemble des points (7 lfe O)o<fe<fe„ , 
qui se trouvent sur le bord de la tour d'indice n. Par consequent sur la base 
B ni F n est afhne et sa variation est majoree par 27ra„_i| J2j< P + k' n \, qui 
converge bien vers quand n — > oo. Enfin, pour montrer la convergence vers de 
Vg„ (F), il suffit d'appliquer le lemmeElavec la suite des tours (T- 7 B„) < :) < 9n -fc„, 
en remarquant que comme if est constante sur chacun des etages de ces tours, 
la variation de F sur T J B n est independante de j < q n — k n (cf proposition [21 . 
Ceci assure la condition (iv) du lemme|5| et montre, quitte a multiplier F n par 
une constante de module f , la convergence de la suite (F n ) vers F dans L 2 . □ 



4.1.4 Recurrence. 

Les conditions arithmetiques du theoreme|21s'obtiennent selon le plan suivi 
dans la partie precedente : 
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Comme precedemmcnt, on note n — F n+ \ ~ F n . C'est encore une fonction 
dc transfert, qui satisfait l'equation : 



^ Sj<p b u) gna oT k " ' = b' n q n a + 6 n - 6„oT mod 1. 



Par construction, 0„ est affine par morceaux et de pente constante egale a 
(Y^jLo s jbn +b' n )q n . L'ensemble de ses discontinuites est inclus dans {T k 0, < 
k < k n+ i}. On note, comme dans la partie precedente, 

m 

*„=exp-^ Sj \ ^ <qna>[ °T-W. 

3=0 

Alors la relation entre 0„ et s'ecrit : 
6„oT 



e, 



\fr ne 2 ™(Y.T=o s 3 b n +b' n )<q n a>) ^ /jg\ 



Comme F n converge dans L 2 vers F, n converge vers 1 dans L 2 , et en notant 
X n l'ensemble associe a (3 defini par on obtient les proprietes suivantes, 

semblables a celles du lemme|Hl: 

Lemme 10 Avec les notations precedentes, si pour tout j G {0, .., to}, (bn\ n a„) 
est une suite positive convergeant vers et si (b' n q n a n ) converge vers 0, alors 
toutes les proprietes sont equivalentes : 

(i) ||i-e„|| 2 — o, 

n — >oo 

(ii) Pour toute suite d'intervalles (J n ) n de longueur a ra _i, on a 

1 



A(J„) 



(i - e n )d\ — > o, 



Jn 



(iii) Eo<j< m S A' + K — > 0: et e s;, e„(x„) — ► 1, 

(iv) iki -e„) ix S ||oo — > o. 

n — »oo 

Preuve : On a (zf) => (i) => (ii) pour les memes raisons que dans le lemme [S] 

— > et A(* n ^ 1) < mb n a n ). 
Pour montrer (ii) =>- (m), on calcule encore l'integrale de 0„ sur B' n (cf fig- 
ure I10|) . Comme les discontinuites de 0„ sont dans I n , n est affine de pente 
constante (y~)T Sjbn^ + b' n )q n sur : on obtient [iii) par un calcul identique 
au lemme [H] 

Pour montrer que (iii) entraine (iv), on verifie d'abord que la convergence est 
uniforme sur les bases B' n et B® (base de la tour mineure) : comme pour le 
lemme |H1 c'est une consequence de la continuite dc 9 rl sur l'intcrvallc B' n U £?° 
et de (iii). Ensuite, on obtient par iteration de l'egalite (|18J) que pour tout 
< k < q n 

= exp I 2tn 'jb® + b' n )k<q n a> I 



40 



Fig. 10 - Distribution de 8„ dans T) n ((3) (n pair). 



n 



Qn fort 



:s. 



discontinuites 
/de 6„ 



B n 



T 2 

n 

T 1 

- n 

r° 



q n -i 



BL B°„ 



a n -i 



Lorsquc < k < q n , on sait par (iii) que le terme constant converge vers 1 uni- 
formement par rapport a k. De plus ^ n vaut 1 sur 2^ = ^j<q„T 3 B' n (J Uj <qn _ 1 T : ' B®, 
done *l fe) = 1 sur B' n U B° pour < k < g n _i et sur si < fc < g„. 
Par consequent la convergence de O n vers 1 sur T k B' n est bien uniforme pour 
< k < q n , de meme que sur T k B® si < k < q n -%- □ 

On etablit comme dans la partie precedente une estimation de la correlation 
entre F n et 9 n sur T ni la tribu engendree par les etages de T> n (f3). On note (B n ) 
la suite des bases des tours majeures associees a T> n (f3) fcf l2.3.2|l . On obtient la 
proposition suivante : 

Proposition 6 On reprend les notations precedentes. On suppose que pour 
tout j, (bn q n oi n ) et (b' n q n a n ) convergent vers (tous les sont positifs). Si 
(0„) converge vers 1 dans L 2 , alors on peut trouver une suite (e n ) qui converge 
vers telle que pour tout n € A et pour toute fonction g ^-mesurable de 
module inferieur a 1 on ait : 

J gF n+1 d\ = J gF n d\ j J ®nd\J +Oi(V Bn (F n )+e n (b n a n q n +k n a n ^i)). 

En notant A = {fij,j > 1} on a aussi pour tout j > 1 

V Bn . (F nj ) = o(b n] _ 1 a nj _ 1 q n] _ 1 ) et k nj a nj -i = Oi(26„ j _ 1 a„ 3 _ 1 g„ j _ 1 ). 

Preuve : Pour n € A, on decoupe le domaine T> n (f3) en trois tours : la tour 
mineure d'ordre n, et deux tours de meme largeur a n -i et de hauteur q n — k n et 
k n , qui ferment la tour majeure d'ordre n. On definit alors = ^>o<j<q n _ 1 T 3 
XI = U <j< qn -k n T j B n et T n 2 = U gn - kn < j<qn TiB n (voir figure US . Sur T*, on 
sait que ty n = 1 et que g est constante sur les etages de la tour correspondante. 
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L'egalite (|17fl permet d'utiliser l|14fl. ce qui domie 

/ F„+i fl dA = / F n gdX— ]— [ B n dX 
Jt 1 Jt 1 X(±s n ) JB n 



+ K^WVsMn) + 2 " IE ^ j6 " ) + b " |Q " ) . 

Sur X re °, on a la meme egalite que pour la proposition : 

/ gF n+1 dX = [ gF n dX—±— [ Q n d\ + X(T°)0 1 (2\\(l-& n ) l T o UB Joc). 

Si Ton decompose T£ selonX„, on obtient 2 sous-tours de meme hauteur, T^C\T n 
et 7^nX^ : la premiere est de mesure k n b n a n . Sur la seconde tour qui est incluse 
dans 1^ , on a la meme egalite que sur : on obtient done 

F n+1 gdX = / F n gdX - / Q n dX 
t% Jt? ^\o n ) JB n 

+ 0! (26, i fc n a n + A(T n 2 )(2||(l-e„) lzjoo)) ■ 
Notons de facon analogue a la proposition |3 

m 

£„ = 2||(1 - 6„) liolU + 2tt\ Y, 3 ^ + b 'n\ + 2kn/q n - 



Cette suite converge bien vers 0, en raison des hypotheses et du lemme ITUl En 
remarquant que C 2"^ et que lorsque n £ A on a A (T®) < a n q n < b n a n q n , la 
somme des egalites precedentes donne bien 

F n+1 gdX= ( F n gdX 1 [ 9„rfA+Oi (V B „ {fn) + s n (b n a n q n + k n a n -i)) , 
Jt X(±s n ) J Bri 

En ce qui concerne la seconde partie de la proposition, on sait que F n est continue 
et de pente constante sur B ni et sa variation sur B n est done majoree par 
Q!n-i| Eo<j<m Sjkn^ + k' n \. Notons n = rii \e i-ieme indice de A, par le meme 
calcul que dans la proposition |3| on trouve que V Bn . (fm) — o(b nil q nil a ni _ 1 ) . 
Enfin on a aussi k rH = b 1H _ 1 q rlj _ 1 +k nj _ 1 : comme k n < q n et que a nj -i < a Tlj _ 1 
on obtient bien l'egalite proposee. □ 

On applique maintenant cette proposition a une fonction g, .T-jv-mesurable, 
verifiant / T F n gdX ^ pour tout n > N (ce qui est toujours possible en raison 
de la convergence forte de (F n ) vers F de module 1, et de la convergence des 
(J~ n )n vers la tribu borelienne). On obtient done que pour tout i assez grand : 

/ gF ni+1 dX = / gF m dX[ / e rH dX+o(b +b 

rii Qrii Qrii ) 

Jt ' Jt V A v i 'nJ jb„. 

Par consequent, on doit avoir qu'un produit du type 

1 



n 

i>io 



X{B. 



nil JB 



Q ni dX + o{b n ^ 1 a 7lz _ 1 q ni _ 1 + b ni a ni q ni ) 



> 0. 
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Pour terminer la preuve du theoreme|21 il reste a estimer 1 — | ^ B . J B <d n d\ + 
o(b n -ia n —iq n —i+b n a n qn)\ lorsque n € A. Les conditions du theoreme|21decoulent 
directement du resultat suivant : 

Lemme 11 On reprend les notations precedentes, et on suppose que tous les 
bn sont positifs, que {b n a n q n ) n et (Y^a s jbn^ + b' n ) n convergent vers 0. On a 
alors pour tout n E A l'egalite : 



1 - 



X(B n 



e n d\ 



B„ 



= (E^« ) + 5 «) 2 (y + °( 1 )) 

' 

1 



+ b n a n q n (l + Oi( 



A(I„) 



e n d\) + o(i)). 



In 



Sous l'hypothese (H), on a en plus Pinegalite suivante : II existe une constante 
C < 1 strictemcnt positive telle que pour tout n assez grand dans A, on ait 



Q n d\ 



< CX(I n ). 



Preuve : Soit n € A. On decompose B n en deux sous-intervalles B n = I n U B' n 
comme precedemment (cf figure lTTIjl . Pour montrer la premiere partie du lemme, 
on ecrit 

>dA). 

II suffit done d'evaluer | J B , 6„ciA| : Sur B' n , 0„ est continue, affine et de pente 
constante egale a (^2™ Sjbn + b' n )q n . En notant a' n — X{B' n ), on trouve : 

a' n /2 



[ e n dx 




[ e n dx 


+0 4 






JB' n 





Q n dX 



a' n /2 



I 2 \ 

= (X(B n ) - X(I n )) fl - ?-^ Sj bW +b' n ) 2 (q n a' n ) 2 (l + o(l))j . 

Par consequent, comme {a' n q n ) converge vers 1 et A(/„) = b n a n on trouve bien 
la premiere relation annoncee. II reste pour terminer a demontrer la seconde 

partie du lemme : 

Notons 2e = min{|| Y,j J ^ 0, J ^ {0,..,m}}. D'apres l'hypothese (H), 
on a e > 0. Pour n € A (par exemple pair), on note B n = [x n ,x„ + a n -i[ 
et /„ = [x n ,x n + b n a n [- Les discontinuites de O n dans B n sont de la forme 
x n + ka n avec < k < b n (car lorsque n S A on a imxij(bn ) = 1)- Dans ce cas, 
on sait aussi que b n > 2, et qu'en chaque point de la forme x n + ka n de I n , 8 n 
admet un saut de taille X)j=o s i ~*-b ij) >k = ^ n - k verhre ||7n,fe|| > 2e pour tout 
1 < k < b n (pour k = 1 il n'y a pas de saut car tous les bn sont superieurs a 
I)- 

D'autre part, on peut supposer que pour tout n assez grand on a b n > 3 : en 
effet, sinon on aurait b n — 2 infiniment souvent. Mais (XX bn Sj — b' n ) n converge 
vers lorsque n tend vers l'infini. Or si b n = 2, on a pour tout j S {0, ..,m} 
bn G {1, 2}, done pour un n assez grand on doit avoir yV. bn Sj S Z. Comme 
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Sj = on a encore Y,j{ h n } ~ € Z. Notons J = { j € {0, .., to}, = 2}, 



(i) _ 



on obtient done / s j £ ^ ce qui est impossible car J n'est ni vide (6 n 

maXj(&n^) = 2), ni {0, ..,m} tout entier (car min^&n ) = !)• 
On peut decomposer maintenant l'integrale sur de la fagon suivante : 



/ e„rfA < V / e n dx 

J I n , , J x„+(2k-l)a n 



J x„+(2k-l)a n 



+ a„(b n - 2 



b n -l 



)• 



Sur les intervalles [x n + (2k — l)a„, x n + (2k + l)a n ] , 6„ est afBne par morceaux 
de pente constante egale a (J2j Sjbffl + b' n )q n , avec un saut de taille 7„,2fc an 
milieu de l'intervalle. Par consequent on peut ecrire 



x n + (2k+l)a„ 



,+(2k-l)a„ 



e n d\ 



x„+2ka 



2a 



x„+(2fe-l)a„ 

cos 7r(7„ i2 fc + (^2 Sjb$ + b' n )q n a r . 



Or on sait que (q n (Xn(J2j bn + b' n )) n converge vers et que ||7n,2fc|| > 2e. 

Done pour tout n assez grand on a || (q n ot n (Ylj bnSj + b' n ) + 7n,2fc|| > £, d'oii il 
vient 



Q n d\ 



In 



< a„ \b n - 2 



6„-l 



(1 — cos7re) 



1 



< A(J n ) l-(l-cos7re)(l-r- ) 

< A(/ n )cos 2 (7re/2). 



□ 



4.2 Reciproque 

On etablit dans ce paragraphe la preuve de la premiere partie du theoremeEl 
toujours selon le schema de la partie precedents 

Ecrivons <fi = ^ s 3 \<j>p. , et supposons que <f> verifie les hypotheses suivantes : 
pour une partition V, on a pour tout J de V et pour tout jo S J les proprietes 
du theoremeEl Alors en notant 4>j — YljeJ s j^ft > on a — Yljev^J- P° ur 
montrer que (/> est cohomologue a t, il suffit done de demontrer que pour tout 
J, 4>j est cohomologue a tj (car i = ~^2jtj + k'a). Par consequent, on peut se 
ramener au cas ou V est triviale, e'est a dire qu'on a les hypotheses suivantes : 
on peut ecrire <j> = So s j^A ou ( s j)j son ^ des reels de somme nulle et (f3j)j 
sont des reels distincts se decomposant sous la forme j3j = J^c? bn\ n a mod 1, 
avec (bn)) des suites d'entiers verifiants : 

I h U) I m 
V,G{0,..,m} J2—<™ et £||£^|| 2 <^. 

— O-n+1 — .„ 
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Quitte a translater cj> par une constante, on peut encore supposer que tous les 
(biP) sont positifs et que si A = {n, maxj-(|6n |) > 0}, on a, selon le paragraphe 



On pose alors, toujours d'apres Ei.1.21 b n — maxj(&„ ) et (3 — ^b n q n a, et on 
considerera les domaines fondamentaux associes a /3, (T> n (/?)), la nitration {T n ) 
associee, ainsi que toutes les quantites liees. 

Notons pour tout n, b' n — — s j"n \i on a alors t = ^2 b' n q n a. On construit 
comme dans le chapitre precedent une fonction F qui verifie (|17f) . Pour cela on 
appelle 0„ l'unique solution de l'equation 1)18(1 qui vaut 1 sur le milieu de B' n , 
puis on demontre que la suite de fonctions F n — Y\ k<n Ofe admet une valeur 
d'adherence non nulle pour la topologie faible L 2 . La preuve, completement 
analogue a celle du chapitre precedent, est laissee au lecteur. 
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Troisieme partie 

Constructions de facteurs 
discrets pour des flots speciaux et 
des echanges de 3 intervalles. 

Dans cette partie nous demontrons les the^remes|3]et[5]a l'aide des conditions 
du theoreme ^ Le dernier chapitre est consacre au resultat de regularisation 
(proposition E3J qui permet de prouver les parties des theoremes|31et0]concer- 
nant les exemples de not speciaux avec fonctions plafond regulieres. 

5 Generalites, Tours de Kakutani. 

Nous rappelons ici les liens existants entre les echanges de 3 intervalles et les 
flots speciaux, notamment par l'intermedaire des tours de Kakutani au dessus 
d'une rotation irrationnelle. Nous precisons ensuite comment s'appliquera le 
theoreme ^ dans les chapitres suivants. Dans ce qui suit a est un irrationnel 
dont la suite des quotients partiels (a n ) est non bornee. On note toujours T la 
translation de a sur T et (q n ) la suite des denominateurs des reduites de a. 

5.1 Valeurs propres et fonctions propres des differentes 
transformations. 

5.1.1 Flots speciaux. 

On rappelle que le hot special, T a .$ au dessus de T et de fonction plafond <p 
est defini sur le domaine quotient D$ = Tx R/ ~, pour la relation d'equivalence 
(x,y + 4>(x)) ~ (Tx,y), par r*^(x,j/) = (x,y + t). Les valeurs propres de r a ^ 
constituent le sous-groupe de R defini par : 

e(r a , ) = {t e R, 3/ e L 2 (T)\{0} e 2 "^/ = / o T}. 

Si t est une valeur propre du not, les fonctions propres associees a t sont de la 
forme F t (x,y) = f(x)e 2mty , oil / est une fonction de transfert dans l'equation 
de cohomologie associee. 

Pour (3, 7 reels > tels que 7{/3} < 1, on note t q ^ j7 le not special de fonction 
plafond 0=1 + 70/3. Dans ce cas t est une valeur propre lorsqu'il existe une 
solution / a l'equation J^J avec s — —fry. Le theoreme ^s'applique done lorsque 
s (jz. Z avec cette condition supplcmcntairc. 

5.1.2 Echanges de 3 intervalles. 

On rappelle qu'un echange de 3 intervalles est identifie a l'induit T a> p de T 
sur [0, P[ avec f3 e]0, 1[. Son groupe des valeurs propres est 

e(T a , p ) = {s e T, 3/e L 2 (T)\{0} e 2 ™ s = foT}. 

s est done une valeur propre de T a .p lorsque l'equation @ admet une solution 
avec t = — s/3, et le theoreme ^ s'applique done dans ce cas. Les fonctions 
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propres associees as, fp, sont les restrictions a [0,/3[ des fonctions de transfert 
/ de 1' equation |JSJ. 



5.1.3 Tours de Kakutani 

On appelle (voir par exemple |22]) tour de Kakutani au dessus de T et de 
fonction hauteur h, ou h est une fonction integrable sur T a valeurs dans N*, le 
systeme dynamique (X,Th) oiiI = {(x, fc) e T x Z, < k < h(x)} et Th est 
dcfinie pour tout (x, k) € X par : 



On munit X de la probability invariante Xh egale a la mesure de Lebesgue 
remormalisee. Son groupe des valeurs propres est : 



Si s est une valeur propre de Th, les fonctions propres F associees s'ecrivent 
pour tout (x,k) 6 X, F(x,k) = f(x)e 2l7Vsk , ou / est une fonction de transfert 
de Pequation associee. 

Pour tout j3 > 1 donnc, on notera (Xp,T at g), la tour de Kakutani au dessus 
de T et de fonction hauteur h = [P\ + l[o,{/3}[- Lorsque (3 G]0, 1[, l'induit 
de la rotation sur [0,/3[ peut s'interpreter comme la tour de "hauteur" l[o./3[ 
correspondant a la generalisation naturelle au cas ou h prend des valeurs nulles. 
On notera la probabilite invariante associee. 

Lorsque /3 > 1 et 7 _1 = /3, le dot r a j n est, a homothetie de temps pres, la 
suspension de la tour T a ^ (la suspension est le hot special de fonction plafond 
egale a /i/||/i||i). Si e(T a< p) designe le releve dans R de e(T a ^), on obtient 
simplemcnt 



Pour montrer les parties (ii) et (iii) du theoreme ainsi que le theoremc il 
sufhra d'etudier la tour de Kakutani T a ^ associee au dot : les resultats montrant 
la conjugaison de T a ^ a R s ou a un odometre, entrainent la conjugaison de 
T a g g-i au dot de translations obtenu par suspension, et renormalise par j3 , 
Rs/3,/3, ou a un dot de translations sur un soleno'ide (voir paragraphe l7.2|l . 

5.2 Les conditions (*). 

D'apres ce qui vient d'etre dit, nous obtiendrons des valeurs propres s ou 
t pour les transformations presentees, en construisant des triplets (j3,s,t) pour 
lesquels l'equation J2J admet des solutions, avec de plus t = —s(3 ou s = — 
selon les cas. 

5.2.1 Definition. 

On dira que le triplet (J3, s, t) de R 3 verifie (*) s'il existe des suites d'entiers 
(b n ) et (b' n ) et des entiers ki,k[,li et l[ tels qu'on ait : 




k + 1 < h(x) 



e{T h ) = {s e T, 3f e L 2 (T)\{0}, e^ sh f = f o T}. 



e{T a ,p,p-i) = 0e(T at p). 



(3 = k x a - W + b n <qnOt> 
t = k' ia -l[+j:™b> n <q n a> 
Y^T \b n \/a n +i < oo et 
Er '( b nS - b' n ) 2 < oo. 



(*) 



< 
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L'avant-derniere condition peut egalement s'ecrire : J2T b 

n Q n 1 1 Qn ^ I ^ • 

Nous utiliserons selon les besoms, l'une ou l'autre des deux formes. Autrement 
dit, (3 £ Hi{a), avcc la definition donncc dans l'introduction. 

D'apres le theoremc ^ lorsque s ^ Z, le triplet (f3,s,t) verifie (*) si et 
seulement si l'equation (jSJ) associee au triplet (/?, — s,t) admet une solution. 

Lorsque s £ Z (pour le not), comme t(l + 7^/3) = t — s(3 = s(7 _1 — 0) 
mod 1, l'equation se reduit a l'equation aux valeurs propres de T. On trouve 
done des solutions lorsque (7 _1 — (3) £ Q + aQ, et ces valeurs propres sont les 
multiples de d-y^ 1 ou d = min{/c £ W, fc(7 _1 - (3) £ Z + aZ}. 

Lorsque j3 ^ H\{a), les seules valeurs propres sont ces valeurs propres "triv- 
iales" . 

Lorsque f3 £ Hi (a), comme les solutions triviales verifient t — s[3 £ Z + aZ 
elles sont incluses dans les solutions donnees par (*) et on obtient done : 

e(Ta,p,-y) = {t £ R, (/?, 7*>*) verifie (*)}, 
e(T a:(3 ) = {s € E, (fi, s, s/3) verifie (*)}. 

En definitive, les constructions de valeurs propres non triviales se reduisent a la 
construction de triplets (/?, s,t) verifiant (*), ou t = s/3 pour l'induit (T Q ./3 avec 
(3 e]0, 1[) et s = pour le flot (r ail a )7 ). 

5.2.2 Notations et ordres de grandeurs. 

Pour construire des solutions a (*), on cherchera des j3 £ Hi (a) determines 
par des suites (b n ) tres lacunaires, e'est a dire que les b n seront nuls sauf le 
long d'une sous-suite qu'on notera (jij). Par commodite, on notera encore (bj) 
la sous-suite des termes non nuls . On ecrit alors 

(3 = kia - h + 2J bj<q nj a>, 
i>i 

et on defmit les suites ((3j), (kj) et par 

j-i 

kj + i = kj + bjq nj , lj + i = lj + bjp nj et f3j = kja - lj = f3i + 7^ b t <q ni a>. 

1 

Enfin on imposera |6j|/a ni +i < Ej, ou (e,-) est une suite sommable strictement 
positive donnee. Lorsque (/?, s, t) verifie (*), on peut toujours, quitte a modifier 
le premier terme, ecrire t sous la forme analogue 

t = k[a - l'i + 2J b' j <q rlj a>, 

ou fci,?! et les 6^- sont des entiers, et on notera egalement tj = k[a — l[ + 
J2i<i<j Kqma = k'jO. - Vj pour j > 1. 

Le lemme suivant precise alors la vitesse de convergence des sommes par- 
tielles (3j ainsi que l'ordre de grandeur de kj et lj. 

Lemme 12 Soit (3 dans Hi(a). Avec les notations precedentes, si M = 1 + 
J2j>2 £ j et C = (f + max(|fci|, |Zi|)) rij>i(l + £ i)i 011 a l es inegalites 

\(3 — (3j\ < Ma n .-i£j pour tout j > 1, 
max(|fcj|, \lj\) < Cbj^iq nj l pour tout j > 2. 
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Si de plus /3 <^ Z et que le triplet (/?, s, t) verific (*) avcc t = s(3, cn posant 
sj = tj/Pj on a aussi (s — sj) = o(a nj ). 

Preuve : Pour tout j > 1 on a 

oo oo oo 

1/3 - (3j\ < ^ N a «. ^ ^^a n%+ ia n% ei < a nj -iSj + a Uj ^e l . 

3 3 J+l 

Comme bj ^ 0, on a 1 < a nj+ \Ej, d"oii a nj < a nj _ x e 3 - et on obtient bien 
< Ma nj _i£j. 

En ce qui concerne la majoration de |fc,-|, il suffit de montrer par recurrence 
que pour tout j > 2 on a \kj\ < Cj\bj-i\q nj _ 1 avec 

J-2 

^■ = (1^1 + 1)11(1 + 4 
j=i 

On a bien |&2| = \k\ + b\q ni \ < Ci\b\\q ni . Supposons que pour j > 2, on ait 
\kj\ < Cjlbj-ilqn^^ Alors 

\kj\ < Cj£j-\a nj _ 1 +iq nj _ 1 < Cj£j-iq nj 

ct il vicnt 

< N + \bj\q nj < C 3 e 3 - X q nj + \bj\q nj 

< {CjSj-! + l)\bj\q nj < C j+1 \bj\q nj . 

On obtient done l'inegalite annoncee pour \kj\. La majoration est analogue pour 

u 

Supposons maintenant que (f3,s,t) verifie (*). Comme (3 £ Z, alors Sj = 
tj/f3j est bien defini pour j assez grand et si e'- = bjs — b'j on peut ecrire 

0j( s - s j) = 0j s - t i = s (Pj -0) + {t~ tj) = ^2e'i<aq ni >. 

i>j 

En remarquant que pour tout j, J2i>j a rn ^ , on obtient cn notant M' = 

Eoo / 2 _ 
1 £ 3 ■ 




< f|(| £ ;| +£j+lv W). 

□ 



6 Groupe de valeurs propres de rang infini. 

Nous demontrons dans ce chapitre le theoreme suivant : 

Theoreme 6 Pour tout irrationnel a a quotients partiels non bornes et pour 
tout 7 > 0, on peut construire un ensemble de (3 non denombrable et dense dans 
]0, l/7[ pour lesquels le not special r a ^ a admet comme facteur discret un not 
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de translations ergodique sur un tore de dimension infinic. 
De meme, pour tout irrationnel a a quotients partiels non bornes, on peut 
construire un ensemble de j3 non denombrable et dense dans K + pour lesquels 
T a ,p admet un groupe de valeurs propres de rang infini. 

Le premier paragraphe fournit une construction de solutions non triviales a 
(*) dans les cas de t Qj/ 3 j7 ou de T a ^, qui servira de base pour la suite. 
Le second paragraphe montre comment on peut, a l'aide de cette construc- 
tion, obtenir plusieurs valeurs propres rationnellement independantes : nous 
traiterons d'abord le cas de T a ^, puis celui de T Q:( g, 7 en precisant a chaque 
etape quelles sont les differences. 

Enfin nous expliquerons dans le troisieme paragraphe comment utiliser ce qui 
precede pour construire des systemes admettant une infinite de valeurs propres 
rationnellement independantes, ce qui achevera la preuve du theoreme|H| 

Dans tout ce chapitre, on suppose donne a, un irrationnel a quotients partiels 
non bornes. On suppose aussi donnee une suite {sj)j>x positive strictement 
decroissante et sommable, avec J2j>i £ j — V^- 

6.1 Premiere construction de valeurs propres non triv- 
iales. 

On construit ici des solutions (/3, s, t) a (*), avec t = sj3 pour l'induit ou 
la tour T a< p ou s — tj pour le ffot r Q ^ j7 . On se donne aussi une suite (e'-) 
strictement positive de carre sommable. On part de deux entiers non nuls ki et 
k[ et de deux entiers quelconques l± et l[. 

Nous construisons par recurrence les suites (bj) et (bj) d'entiers non nuls et la 
suite (rij) strictement croissantc definissant f3 et t. Les suites (kj), (k'j), ((3j), (tj) 
introduites au paragraphe 15.2.21 sont alors definies simultanement pour j > 1. 
On notera aussi Sj — tj/Pj dans le cas de T a ^ (f3j sera non nul) ou Sj = tj^y 
dans le cas de T a ^ n , pour tout j > 1. 

Soit j > 1. Supposons avoir construit (b{)i < j, (&'j)«<j et (ni)i<j, et supposons 
que (3j = kia — l\-\-^2 1<i< - bi<q ni a> ^ done que Sj est bien defini. On choisit 
alors bj puis b'j de sorte que 

feH < 4 et b'^ibjSj]. (19) 

et on choisit ensuite rij > rij-i tel que 

q nj > max (\bj |, |^|), (20) 

et 

max(|6,-|,|6'-|) 

Vl " ' jU < e r (21) 

Pour j = 1, on demande de plus n\ > 1 et 

q ni >maJt(|fci|,|*£|). (22) 

Pour j = 1, on a bien /3i = k\a — l\ ^ puisque k\ ^ et d'apres la derniere 
condition ||/3i|| = \\kia\\ > a ni -\. Pour j > 1, si (l2"TJ) est satisfaite pour i < j 
on a de meme que dans la preuve du lemme IT21 

E < ^f 1 , (23) 

l<i<j 1<*<J 
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d'ou Pj ^ et on peut continuer la construction. 

Dans la suite, on sera amene a faire cette construction avec (|19|) ct (|20|) satis- 
faites a partir d'un certain rang sculcmcnt. On obtient les proprietes suivantes : 

Proposition 7 Si la condition 122|) est satisfaite et que (|21[1 est satisfaite pour 
tout j > 1, les suites (0j), (tj) et (sj) convergent respectivement vers trois reels 
(3, t non entiers et s ^ 0, avec s — tj pour le cas de t Qj/ 3. 7 ou t = s(3 pour le cas 
de T a .p. 

D'autre part il existe un reel M(ti,ni) qui ne depend que de t\ et n\ tel que 
pour tout j > 1, \sj\ < M{t\,n\). Pour tout j > 2, kj et kj sont non nuls et 
verifient 

maxdfcj-U^I) < 2e J _i?„ i . (24) 

Si de plus les conditions H19(l et H20|) sont verifiees pour tout j assez grand, alors 
le triplet (/?, s, t) obtenu satisfait (*). L'ensemble des limites (3 obtenues dans ce 
cas est non denombrable et dense dans M + . 

Preuve : II est clair d'apres (|21J) que la suite ((3j) converge et que sa limite (3 
appartient a Hi (a) . Pour tout j > 1. d'apres H2«i[). on a \\8j\\ > \\/3x\\ — \(3j — f3%\ > 
a ni -i/2 done kj est non nul. On obtient encore ||/3|| > a ni _i/2 done (3 ^ Z. 

La suite (tj) converge vers t pour les memes raisons que (f3j) et on a les 
memes inegalites : pour tout j > 1, \tj —t\\< a ni _i/2 et \\tj\\ > a ni _i/2, d'ou 
k'j^OettgZ. 

Done (sj) converge aussi vers une limite s = t/(3 (pour T a ^) ou s = £7 
(pour T a ,/3,-y) et dans les deux cas s ^ 0. Comme \tj)\ < \t\\ + a ni ^i/2 et que 
\/3j \ > c*?ii-i/2 pour tout j > 1, la suite (sj) est bien majoree par une constante 
M(t\,ni) qui ne depend que de t\ et n%. 

L'inegalite l|24|l se demontre par recurrence, de fagon identique pour les suites 
(kj) et (kj). Pour j > 1, si l'on suppose seulement que \kj\ < q nj , ce qui est vrai 
par hypothese pour j = 1, il suffit d'ecrire : 

\kj + x\ = \kj + bjq nj \ < q nj (l + a nj+1 Sj) < 2q nj a nj+1 ej < 2sjq nj+1 

car bj ^ et \bj\ < a nj+ iSj donne a nj +iEj > 1. 

Supposons maintcnant que l|19l) et (|20|l soient satisfaites pour tout j assez 
grand. Pour montrer que ((3,s,t) satisfait (*) il suffit de verifier que la suite 
((b'j — bjs)) est de carre sommable et, comme (bj — bjSj) est de carre sommable 
d'apres fl^jl . il suffit de montrer que (bj(s — Sj)) Test egalement. 
D'apres (|21(l et le lemme H*2l on a \(3 — (3j\ < Ma nj -\£j et de meme \t — tj\ < 
Ma nj ^iSj pour tout j > 1, avec M = 3/2. Pour le flot T a ^ n on a done pour j 
assez grand 

\bj(s - Sj)\ < jq n:l \t -tj\ < M-iq rij a nj -i£j < Mje j} 

done la suite est sommable. 

Pour T Ql/ 3 la majoration est semblable : 



2M . . 2M ,. . 

< (\s\ + \)q n .a n] -x£j < (\s\ + l)£j. 

™m — 1 *-*ni — 1 
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Enfin l'ensemble des j3 obtenu ainsi est dense : en effet l'ensemble des (3\ = 
kia—li possibles est dense, et |/3— j3i\ < a ni -i/2 peut etre rendu arbitrairement 
petit par le choix de ri\. Cet ensemble aussi non denombrable : d'apres le lemme 
^ l'unicite de la decomposition en serie de (5 a partir de l'indice j est assuree 
des que \kj\ < q nj /2 et \b%\ < a„ i+ i/4 pour tout i > j. Ces 2 conditions sont 
verifiees grace a <|2*T|) et (|2"11 des que Sj-i < 1/4. Comme a chaque etape il y 
a une infinite de choix pour bj et rij, l'ensemble des sommes obtenues est bien 
non denombrable. □ 



6.2 Construction avec r valeurs propres rationnellement 
independantes. 

Soit r un entier > 2. On va construire selon le schema precedent, (3 et r reels 
t t r de sorte que T a ,p ou T a S-.i admette r valeurs propres independantes. 
Ces valeurs propres seront, pour T a ^, les s l = t % / (3 pour i S {l,..,r} : on 
vcut qu'cllcs soient rationnellement independantes dans R/Z, ce qui revient a 
construire /3, t 1 ,.., t r rationnellement independants. Pour T aj ^ j7 , les valeurs pro- 
pres seront t t r : il suffit done a priori de construire t 1 t r rationnellement 
independants. On posera pour la suite, par commoditc, t — j3. 

On suppose toujours donnee la suite {£j)j>i strictement positive decroissante 
et sommable, avec £ j — 1/2- Nous prenons les notations suivantes : 

- kle z* r+1 ethe z r+1 . 

- (bj)j>i est une suite dans Z* r+1 

- (rij)j>i est une suite d'entiers positifs strictement croissante. 
Alors les suites (fej-)j>i et {tj)j>i sont definies pour tout j > 1 par 



kj+i = kj + q Uj bj , et tj = aki - h + } J <q nz a>b l . 

l 

On note kj = (fc])o<i<n bj = (6j)o<i<r et de meme pour les autres vecteurs. On 
sera aussi amene a travailler dans W, avec les elements de K r+1 prives de leur 
premiere coordonnee. Nous noterons, sauf ambiguite, pour tout ~x = (x°, ..,x r ) 
de M r+1 , x le vecteur (x 1 , ..,x r ) de W. 

Enfin, (., .) et ||.||2 designent le produit scalaire et la norme euclidienne usuels, 
indifferemment dans KT +1 ou W . 

Les vecteurs k\ et l\ etant donnes, on choisira les bj et rij de fagon que ill' 21) 
et l|2*T|l soient satisfaites pour tout couple (b°,bj) avec 1 < i < r, e'est-a-dire 

max(|fc?|) < q ni et max(|6* |) < e,-a n .+i pour tout j > 1. 

i i J 

Alors la premiere partie de la proposition [7|s'applique et en particulier la suite 
( tj ) converge vers un vecteur t . 

Pour tout j > 1, on aura comme precedemment (3j = t® ^ et on pose ~Sj — 
(tj)~ 1 tj dans le cas de T a jj, ou Jj — jtj dans le cas de t Qj/ 3. 7 . On demandera 
ensuite que l(2T)|) et l(2*U|) soient satisfaites pour les couples (6°, bj) pour 1 < i < r, 
a partir d'un certain rang et avec une suite (e^) a preciser. 
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6.2.1 Criteres d'independance. 

Nous precisons d'abord comment obtenir l'independance algebrique des valeurs 
propres ainsi construites. Nous donnons les enonces pour le cas de T a ^. 

Lemme 13 Avec les nota tions et les hypotheses ci-dessus, si pour tout j as- 
sez grand, la famine (tj- r ,.., tj) est libre dans R r+1 , alors les coordonnees du 
vecteur t = lim tj sont rationncllcmcnt indcpendantes. 

Preuve : Supposons qu'il existe v — («i)i<i< r € Z r+1 \ tel que J2o = 0- 
On obtient alors que pour tout j, 

oo 

(~u , tj) + y^Q?, b m )<q nm a> = 0. 
j 

On a (~v, tj) — (J2i v ikj) a m °d 1- L'inegalite (|2"1| s'applique a tous les fcj, ce 
qui donne | Vikj\ < 2ej-iq nj \vi \ pour tout j > 2. Done pour tout j assez 
grand pour que 2&j_i ^ \vi\ < 1, on a | J2i v ik)\ < q nj et si cette somme n'est 
pas nulle || (J2 t Vik))a\\ > a Uj -i. 

D'autre part, pour tout j > 1, comme maxi(|6j|) < Sja nj+ i, 

I y^A~v> b m) < <ln m ct>\ < ^ \vi\ ^ e m a, lm+1 a nm < \vi\atn.-xEj, 

selon le lemme El avec M — 3/2. II en resulte que (V, tj) — pour tout j 
assez grand. Alors la famille (tj , .., tj +r ) admet un orthogonal non trivial ce qui 
est contraire a l'hypothese. □ 

Nous utiliserons ce resultat pour la construction de ( tj ) par l'intermediaire 
du lemme suivant, qui s'applique lorsque la condition (11 Oi l est vcrificc. 

Lemme 14 Soit j > r. On suppose que la famille [tj- r , ••, tj) est libre dans 
W +1 et que, pour un vecteur ~u orthogonal a (tj- r+ i, .., tj ), on a 

r 

Y, u *< b °j s )> ^ 0, et b) = [b° jS )} pour tout i G {!,.., r}. 



alors la famille (<j_ r +i, ..,tj + i) est libre. 



Preuve : D'apres l'hypothese l'orthogonal de la famille (tj_ r+ i, .., tj ) est de di- 
mension 1, et est done engendre par le vecteur ~u . Pour que la famille (tj + i_ r , .., ij+i) 
soit libre, il suffit que (~u,tj+i) ^ 0. Commc tj + \ = tj +<q nj a>bj et (~u, tj) = 
par hypothese, II suffit que (~u, bj) ^ 0. 

Or b) = [tfs)] = bp) -<&°s}> P our tout Comme ^ = fe°s° = b Q 3 G Z 

et on a encore (b^Sjj'u) = 0. II en resulte que (u,bj) = ~Yla u i<bjS'j >= 

v; //v ..• o. ^ □ 

Dans le cas des hots T a ^^ 11 ces lemmes sont encore valides a condition de 
les adapter dans W en supprimant la premiere coordonnee, et en remplagant r 
par r — 1 pour les families de vecteurs. 
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6.2.2 Construction pour T a p. 

Nous procedons maintenant a la construction pour le cas des induits ou des 
tours T a ,0. 

Proposition 8 Soient fci G Z* r+1 , l\ e Z et n\ e N* verifiant maxo<i< r |fcfl < 
g ni et J r un entier superieur a r. Alors il existe une constante C r > ne 
dependant que de ki et n\ telle que pour toute suite (e'j) verifiant e'j > C r £j- r -i 

pour tout j > J r , on peut constuire une suite (bj) dans Z* ,+1 et une suite 
strictement croissante (rij) dans N satisfaisant les proprietes suivantes. 

(i) La famille (tj r - r +\, ..,tj r +±) est libre. 

(ii) Pour tout j > 1, max <,< r < min (eja nj+ \, q nj ). 

(iii) Pour tout j > J r , max ||6?s!-|| < ei-, 

r 

il existe ~u orthogonal a {<j- r +i, ••, tj } tcl que ^ Uj<^«*> 7^ 

i=l 

et bj = [b°Sj] pour tout i £ {1, .., r}. 

Alors la suite (tj) ainsi construite converge vers un vecteur (t°,t l ,..,t r ) de 00- 
ordonnees rationnellement independantes. Lorsque X)j>i e j' 2 < +°° tous les 
triplets (t° ,t % /t° ,t l ) sont solutions de (*), et l'ensemble des limites t° ainsi 
obtenues est non denombrable et dense. 

Preuve : La seconde partie de la proposition resulte clairement des lemmes 
EDetE]et de la proposition Soient J r > r et (e'j) verifiant l'hypothese de 
l'enonce, la constante C r restant a choisir. II suffit de demontrer l'existence des 
suites (bj), (rij) ou, de fagon equivalente, d'une suite (tj) verifiant (i), (ii) et 
(iii). 

On commence par se donner (tj)j<j r - r +i de sorte que (JnJ) soit verifiee pour 
j < J r — r ; ensuite on choisit (&j r _ r+ i, .., bj r ) tels que (tj r - r +i, fo,/ r _ r+ i, .., bj r ) 
soit libre dans R r+1 . Comme tj + \ = tj +<q n a>bj , on obtient ainsi la condition 
{J. Enfin on choisit (nj)j<j r de sorte qu'on ait JnJ pour j < J r . 

Soit maintenant J > J r . Supposons avoir construit bj et rij verifiant les condi- 
tions (ii) et (iii) jusqu'au rang J — 1, c'est a dire qu'on a defini (tj)j<j- Pour 
construire ij+i, il suffit de trouver b°j satisfaisant les premieres conditions de 
(|m)l . de definir bj par la derniere condition de (JmJ, puis de choisir nj de sorte 
que JIIJ soit vraie au rang J. II reste done a montrer l'existence de b°j. 
Soit ~u un vecteur non nul orthogonal a {t,/- r +i, ••, tj}. Comme k® ^ d'apres 
la proposition |3 u — («i)i>i est un vecteur non nul de W qu'on peut choisir de 
sorte que ||it||2 = 1- Notons Xi = <6jSj>, alors les premieres conditions de (jmj 
s'ecrivent : 

r 

max \xA < e'j et > UiXi 7^ 0. 
Ki<r ^— ' 
— 1 

Par densite pour montrer l'existence de 6j, il suffit de montrer que le releve 
dans M r du groupe ferme engendre dans T r par sj — (sj 7 ..,s r j), note G, est 
(£j/3)-dense dans W pour la norme euclidienne. En effet, dans ce cas, on peut 
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choisir x € G tel que ||x — ^f-itHa < Alors ||x||2 < £j et 

\{x,u)\>e'j/2-\\x-^-u\\ 2 >e'j/Q. 

Soit i? = {v E Z r : (v, sj) E Z}, alors G = {x € R r : (v, x) E Z, Vv E R} par 
dualite des groupes localement compacts, autrement dit G est l'annihilateur de 
R dans R r . La densite relative de G, avec une constante de la forme C r e,/_ r _i/3, 
resulte des 2 lemmes suivants. □ 

Lemme 15 On reprend les notations et les hypotheses de la proposition |H1 
et on suppose que (i), (ii) et (hi) sont verihees pour j < J . Notons M r = 
maXi(M(t\, ni)) + 1 ou M{t\,n\) est dehni selon la proposition [7| Alors pour 
tout v e R \ {0} on a ||w|| 2 > l/(2M rA /rej_ r _i). 

Preuve : Soit v E R\ {0}. Alors il existe un entier i>o verihant J2l=o W « S J = 
(s°j = 1). Comme pour tout i G {0, ..,r} on a s* 7 = ij/t? il vient J2o v i^j = 0- 
Or, avec les hypotheses, le lemme 1711 montre que la famille (tj- r ,..,tj) est 
libre, done il existe un entier m entre J — r et J — 1 tel que y\-_ Ujt^ 7^ mais 
Yh=0 w ^m+i = °> e'est-a-dire 

r / r \ 

i=0 \i=0 / 

Comme Yll=o u »*m = d=o ^^Ja m °d 1, on doit done avoir pour un entier 
m E { J — r, .., J} l'une des deux conditions suivantes ( cf lemme QJ. 

r r 

g« m < I^UiA;^! < 2^h|e m -i£?„ m (d'apres 

i=0 i=0 
r r 

ou bien a„ m+ i < 2|^u;65 n | < 2^ |fi|e m a nm +i (d'apres ©). 



i=0 i=0 



On obtient done necessairement \vi\ > — -• Enhn, comme «o+Xa w * s j 
on a 

I uo| < (maxi \s l j\) J2i \vi\ et par consequent 

IH|2> 



2M r1l /T£j- r -i 

□ 

Le lemme qui suit est un resultat general sur la densite relative de l'annihi- 
lateur d'un sous-groupe discret de W. 

Lemme 16 Pour tout r > 1, il existe une constante c r telle que si R est un 
sous-groupe discret de R r et d = min(||u||2 : v E R\ {0}), son annihilateur G 
est (c r /<i)-dense dans R r . 

Preuve : Le resultat est evident pour r = 1 avec c r = 1/2. Soit r > 1, on 
suppose la propriete montree pour r — 1, avec la constante c r _i. Soit a E R avec 
|a| = d et soit 7? l'hyperplan orthogonal a a. Alors G' = GDH est l'annihilateur 
dans de la projection orthogonale R' de i? sur H Comme R contient Za, il 
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ne contient pas d'autres points a distance inferieure a de la droite Ra, 

done les points de R' sont espaces d'au moins d^/3/2 et d'apres l'hypothese de 
recurrence G' est (2c r _i/(iv / 3)-dense dans H. 

D'autre part, on obtient une base de R sur Z en ajoutant a au releve d'une 
base de R'. II en resulte qu'il existe x £ G avec (a,x) — 1 Alors les hyperplans 
(a,x) = b pour b G Z, qui sont distants de X/d, et chacun rencontre G selon 
un translate de G' qui y est (2c r _i/d\/3)-dense. Cela prouve le resultat avec 

r 2 _ 1 , 4 2 ~ " r-| 

W- — 4 ' 3 i — 1' 

Remarque : Dans la preuve de la proposition le groupe G admet done 
la constante de densite relative 2M r y / rc r £j_ r _i et il suffit de choisir C r — 
&M ry /rc r . 

6.2.3 Construction pour T Qj( g 7 . 

Nous reprenons dans ce paragraphe le schema precedent, ainsi que ses nota- 
tions. Ici 7 est un reel fixe strictement positif. 
Nous devons distinguer les deux cas suivants. 

Cas 7- 1 (£Qa + Q. _ 

On construit la suite (tj ) de sorte que (t 1 , .., t r ) soient rationnellement independants. 
Nous utilisons a nouveau les lemmes 1131 et 1141 en supprimant la premiere coor- 
donnee. Les conditions de la proposition |H1 deviennent : 

(i) (ij r _ r+ i, .., tj r ) libre dans R r , 

(ii) Pour tout j > 1, max <i< r |6J| < min (sja^+i, q nj ). 

(iii) Pour tout j > J r , max ||fo"s*|| < e', il existe u orthogonal a {t,- r +2, ■■, tj} 

r 

tel que V] Ui<6°s*> ^ et b) = [6°sj] pour tout i e {1, .., r}. 

i=i 

La seule modification notable concerne la preuve du lemme [TBI En effet, si 
v £ R, il existe vq € Z tel que 531=1 v i s j + vq = 0. Mais ici on a s,j = ~ftj, d'oii 
la relation 

r 

J>zij + voj- 1 - 0. (25) 

i=l 

Comme n'est pas dans aZ + Z, on a necessairement vq = 0, et le reste de 
la preuve du lemme est inchange. On obtient dans ce cas une constante C r qui 
ne depend que de r. 

Cas j- 1 eaQ + Q. 

L'hypothese de recurrence utilisee pour le lemme UBI sur la liberte de la famille 
(t.r-r+2, -,tj) ne permet pas d'exploiter la relation l(23|l comme ci-dessus. Posons 
7 _1 = (ka — /) j d 011 k,l et d sont premiers entre eux. Nous construisons dans ce 

cas la suite {tj ) de sorte qu'en notant tj = (ka — I, tj), les families (t'j_ r , .., t'j ) 

soient libres. On peut encore appliquer le lemme IT3l pour (t'j), a condition d'im- 

poser q ni > \k\. On utilise alors le lcmmclT4lpour (t'j ) en modifiant la condition 
sur le premier terme. L'enonce devient alors : 

Lemme 1141 modifie : Soit j > r. On suppose que la famille (t'j_ r , .., t'j) est 
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libre dans E r+1 . Si pour un vecteur ~u orthogonal a {tj_ r+li .., t'- ) on a 

r 

pour tout i e {1, .., r}, 6} = [6°sj-], et V] Ui<b°s}> + &°d«o 7^ 0, 

2 = 1 



alors la famille (i^ r+1 , est libre. 

Et la proposition [5] devient : 

Proposition |S]modifiee = Soit k\ € (Z\{0}) r+1 et m G N* verifiant g ni > |fc| 
et maxo<i< r \k\\ < q ni . Alors il existe une constante C r > telle que pour toute 
suite (e'j) verifiant s'j > C r Ej- r -\ pour tout j > J r , on peut constuire des suites 

(bj) et (rij) satisfaisant les proprietes suivantes. 
> > 

(i) La famille (t'j _ r+1 , +1 ) est libre. 

(ii) Pour tout j > f, max <,< r |6J| < vam{eja nj+ x,q nj ). 

(iii) Pour tout j > J r , max II b, s) II < e' , 

0<i<r J J J 

r 

il existe "u orthogonal a {^_ r+1 , .., tj } tel que Ui<b^Sj> + Uodb® ^ 

i=l 

et = [fejSj] pour tout i E {I, ... r}. 

Preuve : On reprend les notations et le schema de la preuve de la proposition[S]: 
on distingue encore 2 cas. 

Soit uq — et la condition ifmf est alors inchangee. Dans ce cas la preuve est 
identique a celle de la proposition^ Pour le lemme lT^l de la relation J^o u i s j = 
on obtient Pequation 125|) d'ou il resulte que d divise vq. En remplagant vq par 
Vo/d, on retrouve bien J2o Vi ^J = et le reste de la preuve est exactement le 
meme. 

Soit Mo ^ et la preuve de la proposition est directe : il sufht de voir qu'il existe 
des entiers b arbitrairement grands verifiant pour tout 1 < i < r, ||6sj|| < £j, 
car | J2i Ui<bsj>\ < J2i \ u i\ reste bornee contrairement a du$b. □ 



6.3 Une infinite de valeurs propres independantes. 

Nous ne considererons que le cas de T at p. La construction pour r a ^^ s'adapte 
sans difhculte. 

Nous reprenons les notations du paragraphe precedent. II s'agit de modifier la 
construction precedente de facon a obtenir une infinite de valeurs propres ra- 
tionnellement independantes. C'est a dire qu'on va construire (fi)*>o telle que 

pour tout r > 1, la suite -,tj)j verifie les conditions de la proposition|Slpour 
un entier J r > J r -\ choisi ci-apres. 

Supposons avoir constuit une telle suite, d'apres la proposition |H1 la suite (e'j) 
verifie alors pour tout r > 1 et pour tout j G { J r + 1, .., J r +i} 

£j C r Ej—r—\. 

Par consequent, pour que (e'-) soit de carre sommable, il est d'abord necessaire 
que {C r £j r - r ) converge vers : posons par exemple J r = 2r pour tout r > 1, 
dans ce cas la suite (e'.) est de carre sommable des que (C r e r ) Test. 
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On suppose maintenant donnee une suite (ej ) positive strictement decroissante 
telle que (c r y/re r ) soit de carre sommable (c r est la constante du lemme IT5)l . II 
est immediat de verifier que dans ce cas (ej) est sommable. On choisit ensuite 
pour tout r > 1 de poser J r — 2r. 

Soit r > 1 fixe, supposons construite la suite (tj, ..,tj)i<j<j r+1 selon le para- 
graphe precedent. Les conditions fujl et (JmJ) de la proposition El sont alors 
verifiees pour tout j < J r +i et i < r. 

Pour passer a r + 1, il suffit de construire (t^ + )i<j<j r+1 +i de sorte qu'on ait en- 
core (|nj et |0| : on pourra ensuite continuer la construction selon le paragraphe 
precedent. On pose pour tout j < J r +i, = tj : ceci assure la condition 
(JnJ pour j < J r +i- On obtient egalement M r +i = M r = M independant de r, 
d'ou C r = 2M^/rc r (cf proposition (SJ . Ceci assure la convergence de la serie 
((C r e r ) 2 ) r , done que J2j £ 'j 2 < °°- 

Pour verifier il reste a choisir b r j + ^ de sorte que la matrice 

l J r +l-r ■■■ l J r +l-r l J r+1 -r ] 
t° T ... t r T t r r +1 

Jr+l Jr+1 Jr+1 

t t r t r+1 

\ C J r+ l + l • ' • l J r+] + l L Jr+l+lJ 

soit reguliere. Or, par construction, le premier mineur d'ordre r est non nul, 
done en developpant le determinant de la matrice par rapport a la derniere 
ligne on trouve que celui-ci s'annule pour au plus une seule valeur de t T j + ^ i+1 . 

Comme t r £ i+1 = tj^ L i +6j^ L i <(7„ Jr+i a>, ceci montre que l'une des deux valeurs 

b T j~ = ±1 convient. La condition (JIJ est alors automatiquement verifiee pour 

Jr + l- 

On obtient done par recurrence la suite (tj-)ij' voulue. Ceci clot la preuve du 
theoreme|B| 

7 Constructions de flots speciaux et d'echanges 
de 3 intervalles a spectre purement discret. 

Le but de ce chapitre est de donner les constructions des parties (ii) et (iii) 
des theoremes El et El ainsi que leurs reciproques (theoreme 0] et (iv) et (v) du 
theoremeEJ. Pour les flots speciaux, nous restreindrons ici notre etude aux cas 
des flots T a ^ p-i. D'apres ce que nous avons fait remarquer au chapitre El il 
nous sufHra done de construire des tours de Kakutani T a .p a spectre discret. 
Nous donnons dans le premier paragraphe des constructions dans lesquelles on 
peut identifier le facteur Kronecker des tours de Kakutani obtenues. Dans les 
paragraphes suivants, nous montrons que pour certains cas de ces constructions, 
T a ,f3 est isomorphe a son facteur de Kronecker. 

7.1 Constructions avec facteur de Kronecker explicite. 

Soit a un irrationnel et j3 £ Hi(a). D'apres le chapitre EJ le releve dans R 
du groupe des valeurs propres de T Qj( g, e(T at p), est l'ensemble de tous les reels 
s tels que (/3,s,t) verifie (*) avec t = s/3. On obtient le resultat suivant : 
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Theoreme 7 Pour tout a a quotients partiels non bornes, il existe un ensemble 
de (3 dense dans R + pour lesquels e(T„ j( g) est isomorphe a la limite inductive 
d'une suite de groupes Z 2 par une suite de matrices (A n ) a coefficients entiers. 

7.1.1 Analyse de la construction. 

On reprend les notations du paragraphe d. 2. 21 : 
a Q est donne, a quotients partiels non bornes. 

- (rij)j>i est une suite d'entiers positifs strictement croissante, 

- (bj)j>i et (6')j>i sont deux suites d'entiers non nuls, et on suppose tou- 
jours que \bj\/a nj+ i — 0(ej), oil (sj) est une suite sommable. 

- kx, k[ sont deux entiers non nuls, et l\ et l[ deux entiers quelconques. 

- Les suites (fcj)j>i> (kj)j>i, (lj)j>i, (l'j)j>i, (Pj)j>u (*j)j>i son t definies 
pour tout j > 1 par 

kj+i = kj + bjq nj , l j+ i = lj + bjPnj , 0j = kj(X - lj , 
k' j+1 = fcj + b' 3 q n3 , = l' s + b' ]Pnj , tj = k' 3 a - l' r 

On suppose aussi que bj = [bjs] = [bjtf3~ 1 ] pour tout j assez grand. Alors les 
suites (Pj) et (tj) convergent et on note (3 — lim/3j, t — limt,-. II s'agit de 
trouver des conditions sur les suites (bj) et (rij) permettant de caracteriser les 
suites (bj) telles que (f3,s,t) verifie (*) avec t = sf3. 
A l'aide des estimations du lemme IT21 on peut ecrire : 

b jS = bjtj/3- 1 +bj(s -tjP' 1 ) 

= (k'jOt-fybjP- 1 +l3- 1 b ] (t-t :j ) 

= k'jlbjp^a] - Ijibjp- 1 } + k' J <b ] p- 1 a> - I'jKbj^y + O^j^^Sj) 

= k'jlbjp- 1 *} ~ I'jlbjp-^+O^q^Wbjp^aW + WbjP^W)) 

+0(6 J o;n 3 -i£j)- 

Supposons alors que (bj) et (rij) verifient de plus : 

\bj\=0(q nj ) et q nj _ 1 bj- 1 max(\\bjp- l U\bj(3- l a\\) = 0(Ej). 

Dans ce cas, en posant dj — [bjf3~ 1 ] et Cj — [djCt], on obtient pour j assez grand 
[bjf3^ 1 a] — Cj, d'ou 

bjS = k'jCj — I'jdj + 0(Ej) et b'j — k^Cj — I'jdj. 

Ceci donne k' J+1 = kj + (kjCj - l' j dj)q nj et = V- + (k'jCj - l'd,)i>„ ■ 

Par consequent les valeurs t telles que (/3,s,t) verifient (*) sont des limites 

des suites (k^a ~ lj) oil les vecteurs f^/^ satisfont pour tout j assez grand la 

recurrence : 

1 + <\.>l,. d,<h. \ 
<■,!>,, 1 - d,i>„ J ' 

La valeur propre triviale s = 1 de T a ^ correspond a t = [3 et 1,(3) est une 
solution. Du coup (3 s'obtient egalement par la relation de recurrence ci-dessus. 
On pourra done partir de la donnee des suites (dj) et (rij). 

Comme Derail = \\bj(3~ 1 a — <bj(3~ 1 >a\\ < ||5j/3 _1 a|| + ||6j/3 _1 ||, ces suites 
doivent verifier 

dj = 0(max(q nj ,Sja nj+1 )) et dj^ 1 q nj _ i \\dja\\=0(ej). 
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7.1.2 Construction. 



II s'agit maintenant de montrer que les conditions precedentes sur (dj) et (rij) 
permettent de definir un ensemble dc reels (3 pour lesquels le groupe des reels 
t tels que ((3,t/(3,t) verifie (*) est isomorphe a la limite inductive de la suite 
des groupes 1? avec les matrices de transition (A,). On notera lim^ (I? , A 3 ■) 
cette limite, qu'on identifiera au groupe des suites (kj,lj) n dans Z 2 , verifiant 

pour tout j assez grand la relation , modulo les suites nulles 

a partir d'un certain rang. 

On se donne (sj) un suite positive sommable strictement decroissante, avec 
£\ < \. On construit par recurrence deux suites d'entiers strictement croissantes, 
(dj) et (rij) de la facon suivante : on pose do = qo = 1 et n = 0, puis pour tout 
j > 1 on choisit dj et rij verifiant 

dj-xq^^WdjaW <e jt (26) 



min (q nj , Sja nj+1 ) > dj. (27) 
On pose pour tout j > 1, Cj = [dja] puis 



A , = (l + c q nj -djq nj 



(28) 



A tout couple d'entiers (k' , I') et tout jo > 1 et on associe les suites (k'j), (l'j) et 
(tj) definies a partir de indice jo par : pour tout j > jo, 

j—\ 

^) = .n^(r) et tj=k'ja-l'j. 



On pose pour tout j > jo 



de sorte que k' j+1 = k'j + b'jq nj , = l'j + b' 3 p n] et t' j+1 = t'j + b'j<q nj a> pour 
tout j > j . 

On remarque qu'on a aussi 

b'j = k'j[dja\ — I'jdj = dj(k'ja — l'j) — k'j<dja> = djtj — kj<djOt>. 

Le lemme suivant donne les ordrcs de grandeur ou vitesses de convergence 
des suites ainsi definies : 

Lemme 17 Pour tout couple (k', I') donne il existe une constante C telle que, 
quel que soit jo > 1, pour tout j > jo 

\tj\ < C et max(|fc^|, \l'j\) < 2C'd j - 1 q nj _ 1 . 

La suite (tj)j converge vers un reel t € H\(a), et on a les inegalites suivantes 
pour tout j > jo ■ 

\b'j\ < IC'dj et \t -tj\< 2C l £ja nj - 1 . 
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Preuve : Pour tout j > 1 on pose Cj = (\k'\ + \l'\) Yl i<: j(l+£i), qui est majoree 
par une constante C par hypothese. Soit jo > 1, on montre par recurrence que 
pour tout j > jo, on a 

\tj\ < Cj et max(|fc;|, < 2f>/, L q n .. 

Les inegalites sont verifiees pour j = jo- Supposons l'hypothese vraie au rang j, 
on a alors : 

t j+ i = t.j + b' rj <q nj a> = tj(l + dj<q nj a>) - k' J <d ] a><q rLj a>. 

Avec l'hypothese de recurrence et les inegalites (I26|) et (|27(l on obtient alors 

|tj+i| <C j (l + e j a nj (a nj+1 + 2)). 

Comme q ni > 1 par construction, on voit facilement que a nj {a nj+ i + 2) < 
2a n] + a nj -i < 1, d'ou \t J+ i \ < C J+1 . 

En ce qui concerne k'j (et le raisonnement est identique pour on a : 

kj +1 = /••' + '/(/„ = // + q nj (tjdj - /,•'• il,<i -). 
Comme precedemment on obtient 

\k' j+ i\ < 2C j (d j - 1 q nj _ 1 + -q nj dj + q nj ej) 
< 2C 3 d 3 q nj ( q -^+ l -+e 3 ). 

Comme a n ,+i > 2, on obtient q nj -i < 2g rlj d'ou l'inegalite cherchee. 

Les dernieres inegalites se deduisent immcdiatement de ce qui precede. Pour b'j 

on a 

|^| < \tj\dj + < 2C'd j {l/2 + e j ) < 2C'd r 

Puisque dj/a nj +\ < £j, cela entraine que tj converge vers une limite t <G Hi(a), 
et on a 

oo oo 

\t-tj\<^2 \ b 'j\ a nj < 2C'e j y ^a nj+1 a nj , 
j j 

d'ou l'inegalite annoncee. □ 

Lc theoremedresulte de la proposition suivante : 

Proposition 9 Avec les notations precedentes, pour tout irrationnel a a quo- 
tients partiels non bornes, pour toutes les suites (£j), (fij), (dj) verifiant les 
conditions f2"H)l et (|2"?j) . la limite inductive des groupes 1? avec les matrices de 
transition (Aj) donnccs par Ij28(l s'idcntific a un sous-groupe T a de Hi(a) dense 
dans K, via l'homomorphisme tt defini par : 

lim(Z 2 ,ylj) — ► T Q 

(kj,lj)j lim(/c^a — 

De plus pour tout (3 > dans r Q , on a (3 £ Z, et le releve e(T a ^) du groupe des 
valeurs propres de la tour de Kakutani associee dans R, T a ^p est egal a /3 _1 r a . 



61 



Preuve : Nous justifions d'abord la definition de T Q , ainsi que ses proprietes. 
La convergence de {k' n a — V n ) resulte du lemme IT7I La densite de T a dans R 
resulte de la derniere inegalite du lemme ITTI : en effet, comme a est irrationnel, 
il suffit de montrer qu'on peut approcher arbitrairement pres un reel de la forme 
k'a — V . En construisant la suite (tj) en partant de k', I' et d'un indice jo assez 
grand, comme C est independante de jo, on peut obtenir C'ej a njo _ 1 et done 
\t — tj 1 = \t — (k'a — l')\ arbitrairement petit. 

Montrons ensuite l'injectivite de it et l'absence d'entiers non nuls dans r Q . 
Supposons avoir trouve une suite (k'j, lj) verifiant lim(fe'o; — lj) € Z. En utilisant 
les notations du lemme on a pour tout j assez grand : 

oo 

k'jOL + b\q ni a = mod 1. 

3 

Or, le lemme IT7I donne d'une part \bj\ < 2C'dj < 2C'eja nj+ i et d'autre part : 

\kj\ < 2C'd j -xq nj _ 1 < 2C'e j - 1 a ni _ 1+ iq nj _ 1 < 2C'e j - 1 q nj . 

Par consequent, des que 2C"ej_i < 1/2 on doit avoir b'j = k' ■ = (cf lemme 0. 
On trouve done que 

— bj — kjCj Ijdj —— Ijdjj 

e'est a dire que lj — pour tout j assez grand. On en conclut que it est bien 
injective et T a n Z = {0}. 

II reste maintenant a demontrer la derniere partie de la proposition. On 
choisit (3 > dans r Q . Par definition e'est l'image par tt d'une suite d'entiers 
(kj,lj) telle que kj a partir d'un certain rang J, et on peut done ecrire 
j3 = (3j + bj<q nj a> avec pour tout j > J, 

b 3 = >•:,<■ j ~ l 3 d i et Pj = k 3 a - l 3 ^ °- 

II faut montrer e(T a ^) = /3 _1 L Q . Supposons que t S r Q et posons s — t/ (3. Avec 
les notations precedentes, pour que (/3,s,t) verifie (*) il suffit de montrer que 
— s bj) 2 < °° • O n a b'j — djtj — k'j<djCt>, de meme bj = dj(3j — kj<dja>, 
et d'apres le lemme IT7I pour tout j assez grand 

%-bj*\ < |tj-*^l^ + |^-**il||d,-a|| 

< d .(| t _ i .| + | s ||^._^|) + ( £ .) 

< O^djan^x + ^Ej). 

Comme dj < q n , on obtient dja nj -i < 1, d'oii le resultat puisque (sj) est 
sommable. 

On suppose maintenant que s G e(T Q! ^) et t = sj3, done que s, t) satisfait 
(*). On ecrit t — k[a — l[ + J2j>i b'j<q nj oi>, avec b'j — [bjs] pour tout j assez 
grand, et tj — k'ja — lj = k[a — l[ + J2i<i<j b'i<q ni oi> pour tout j > 1. Alors 
k'j +1 = k'j + b'jqj, l'j +1 = l'j + b'jPj pour j > 1 et, pour montrer que t € T a , il 
suffit de verifier que pour tout j assez grand 

[fys] = kjCj ~ I'jdj. 

On a toujours bj = djf3j ~ kj<djCt> et aussi fc'-Cj — I'jdj = k'j[dja] — I'jdj = 
tjdj — k'j<djO> done, avec Sj = tj/ (3j, 

bjS — [k'jCj — I'jdj) — dj/3j(s — Sj) — (skj — k'j)<dja>. 
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Comme pour j assez grand b'j = [bjs] — 0(dj) d'apres le lemme IT7I il resulte 
encore de la recurrence sur les kj que kj = 0(dj-iqj-i). D'autre part s — Sj = 
o{a nj ) d'apres le lemme IT21 done 

bjs - (k'jCj - Ijdj) = 0(eja nj+ ia nj ) + 0(dj-iq nj _- L \\dja\\) = 0(sj). 

On en deduit que bjS — (k'jCj — I'jdj) tend vers 0, d'oii l'egalite cherchee. □ 

Remarque : On verifie facilement que la reunion de tous les groupes r Q obtenus 
pour tous les choix de suites (n,j) et (dj) verifiant (|27() et (|26() est non denom- 
brable. 

7.2 Tours de Kakutani et odometres. 

Soit (<5„) une suite d'entiers superieurs ou egaux a 2 et D n = Ylj <n Sj. L' 
odometre associe a (D n ) peut se se definir comme Paction de la translation de 
1 sur la limite projective de la suite : 

Z/LqZ ■ • • <- Z/D n Z <- Z/D n+1 Z < . 

Son groupe de valeurs propres est la reunion des /Z pour n > 1. La sus- 

pension de cette translation est un Hot de translations sur le soleno'ide associe a 
la meme suite (S n ), e'est a dire la limite projective des groupes T avec les homo- 
morphismes de transition x t— > 5„x. En effet, la suspension de l'odometre est un 
flot de translations sur un groupe compact dont le groupe des valeurs propres 
est le releve dans R du groupe des valeurs propres de l'odometre, e'est-a-dire 
U n >i "S - ^' es t l e groupe dual du soleno'ide. Plus precisement le plongement 
de lj n>1 75-Z dans R definit par dualite le not de translations sur le soleno'ide. 
Remarquons qu'un tel plongement est unique a homothetie pres done qu'il existe 
un unique flot de translations sur le soleno'ide, a homothetie de temps pres. 

Ce paragraphe montre comment on peut obtenir des conjugaisons entre tours 
de Kakutani et odometres et done, avec les memes conditions, la conjugaison de 
hots T a p p-i avec des Sots de translations sur des solenoides. L'idee consiste a 
remarquer que lorsque les matrices (A n ) de j^H sont de rang 1, le groupe T a est 
le dual d'un soleno'ide. Le resultat suivant donne les constructions de (iii) et (v) 
du theoreme0 et par suspension les constructions de (iii) du theoreme pour 
Ta s s— 1- La partie (ii) du theoreme ^repose egalement sur cette construction. 

Theoreme 8 Pour tout a tel que inf g ^o q 2 ||qa!|| = 0, il existe un ensemble non 
denombrable dense de (3 tels que la tour de Kakutani T a ^ soit conjuguee a un 
odometre. Reciproquement, tout odometre est conjugue a une tour de Kakutani 
T a ,p, pour des irrationnels a avec des proprietes d' approximation diophantiennes 
arbitrairement bonnes, et pour un choix dense de (3. 

7.2.1 Construction d'odometres. 

On se donne a un irrationnel tel que inf 9 ^o g 2 1 1 Qck 1 1 = 0, et une suite (e„) 
positive strictement decroissante sommable. On choisit une sous-suite stricte- 
ment croissante (q nj ) des denominateurs de la fraction continue de a, verifiant 
pour tout n > 1 

^.a„,<£,-/2. (29) 
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Les matrices (Aj) defmies par l|28|l sont de rang 1 si 

det(A,) = dot ( l+ c ^ 1 _^pt 1 ) = 1 + c ^»> _ d 3 pn i = °- 

Cette egalite est satisfaite pour un couple d'entiers positifs (cj,dj) minimal, 
celui des coefficients de Bezout de (q n . ,p nj ) c'est a dire, selon la parite de rij, 
f Cj =p nj -i si rij est impair et p nj — p nj -i sinon 
\ dj = q nj ~i si rij est impair ct q U] - q nj -i sinon. 
En particulier la condition (|29|) permet d'assurer la validite de la proposition [3] 
En ommettant les sous-suites par souci de lisibilite, on ecrit maintenant A n = 
(c,") iPn,—q n )- Alors toute suite (^™) n de la limite inductive de 1? par (A n ) 
verifie pour n assez grand 

'' = A n ( k A = (k nPn - l n q n ) (*A . (30) 



,'_ , = //; et v^li — A n v^ si n > j. 

,00 - A.„. - x.„,0'+i) 



fc Ti-t-l y \ m 

Si on note pour tout n > 2, it„ = ( c™Zi ); alors u n est invariant par A n -\ et on 
a 

j4 n w n = 5 n u n+ i oi\ S n = d n -ip n - c n ~iq n . (31) 

Dans ces conditions, le groupe r a de la proposition est de rang 1, et engendre 
par des reels (t^)j>2 associes aux suites (vn ^) n definies pour tout j > 2 par 

W 1=v f =Uj et v% 

Alors, pour tout j > 2 donne, on a = AjUj — SjVj^ 1 ' , d'ou pour tout 
n > j + 1 : 

v^=8 j v^+ 1 \ (32) 

Par consequent on peut ecrire T a = Uj^t^Z avec 

Pour dcfinir 0, on part d'un vecteur non nul de Z 2 , u\ = (j), tel que 
k\a— l\ > et on note C" la constante du lcmmc lTTI : comme T a ne depend pas 
des premiers indices, on peut toujours quitte a decaler d'un indice no supposer 
que 

4Csi/gi < ||feia||. (33) 

On definit alors pour tout n > 1, wl 1 ^ = ( ) par la recurrence = A n Vn ^ 
et on note (3 — lim(fc n a — l n ). La condition (|33|) et le lemme IT7I permettent 
d'assurer que f3 > 0. En posant <5i = fcipi — hqi, on obtient a l'aide de (|31|l que 
pour n > 1 

= D n u n avec D„ = 5,. 

l<j'<n 

En identifiant les coefficients avec (|30|l . on trouve aussi pour tout n > 1 : 

= g«/?n - k n <aq n > 

= q n (3 + 0(((3- I3 n )q n + k n a n ) 

= q n (3 + (4C'e n ) ( cf lemme EJ 
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Par consequent, on peut ecrire 




Z avec D n+ \ — \j3q n ] pour tout n assez grand. 



Le groupe des valeurs propres de la tour de Kakutani T a t p est alors donnee par 
la proposition El : 

e{T a ,p) = U„> 2 -ppZ mod Z. 

Cette construction montre done que le facteur de Kronecker de T Qj( g est bien 
l'odometre (f2, S), translation de 1 sur la limite projective de la suite de groupes 
(Z/D n Z) n : 

Z/DiZ ■■■<- Z/D n Z «- Z/D n+1 Z .... 

Remarque : II est clair par cette construction que l'ensemble des (3 obtenu est 
non denombrable (en modifiant les choix des suites (<?„)) et dense dans E + (en 
decalant, pour une condition initiale donnee a l'avance, les indices des suites 
verifiant )■ 



7.2.2 Injectivite des fonctions propres sur l'odometre. 

On cherche maintenant a montrer qu'une tour de Kakutani, T a ^, obtenue 
par la construction precedente est conjuguee a l'odometre. Notons F la fonction 
qui semi-conjugue (Xp,T a ^) a son facteur Kronecker (f2, S). Pour montrer la 
conjugaison, il suffit de prouver Pinjectivite en mesure de F : autrement dit, il 
suffit de voir que sur un ensemble de mesure pleine, 2 points distincts ont des 
images distinctcs par F. Comme f2 est la limite projective de (Z/D n Z)„ on peut 
ecrire F = (F n ) n , ou pour tout n > 1, F n est, a un facteur de normalisation 
pres, la fonction propre de T a ^ associee a s n = \/D n . II s'agit alors de trouver 
un ensemble de mesure pleine X'p tel que pour tout couple de points distincts 
dans X'p il existe n > 1 pour lequel F n (x) ^ F n (x'). On doit done etudier le 
comportement des fonctions propres de T a ^ : comme on sait que celles-ci sont 
liees aux solutions / a l'equation 

stfifs — t + f — f o T mod 1, (voir chapitreEJl 

on va d'abord decrire celles -ci sur TT, lorsque s est une valeur propre de T a n 
et t — sf3. Comme s est rationnel, en reprenant les notations des paragraphes 
12.2.21 et 12.2.31 on peut ecrire / comme une limite L 1 des fonctions (/„), soit en 
posant 8 n — f n +i — f n mod 1, pour tout n > 1 : 

oo 

/ = fn + y^Jm mod 1. 

n 

Supposons maintenant n > 1 fixe, on pose s = l/D n+ i, et on reprend les 
notations habituelles : pour tout m > n 

( lm ) — ^Tfl 3 @ n — hi: 

f k 'm\ — w (n+l) f = ui n _p pf =f to 

D'apres (|32Jl . on a en fait pour tout m > n, 

( k C )=D n+1 ( k ^\ d'ou b ft = ^L = Sm = s = l/D n+1 . 
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Fig. 11 - Tour d'ordre n de T a ,p. 




T^- l B ri 



A l'aide du paraeraphe 12.21 on sait decrire l'allure de / sur la tour majeure 
d'ordre n, B n )o<j<q n , associee a a (voir figure : on sait, par 12.2.21 que 
/„ et 9 n sont affines sur les etages de la partie principale de la tour majeure 
d'ordre n. On en deduit, comme f n +\ — fn + n que f n +i est encore affine sur 
ces etages et de pente sk n +i — k' n+1 = 0. De plus, si m > n, 6 m est aussi affine 
par morceaux et de pente constante sb m — b' m = 0. A l'aide de l(T2j l et de la 
convergence de la serie (9 m ) on en deduit que m est nulle en dehors de J m (voir 
lemmelHl). P ar consequent, en dehors de J n = U m > n I m on a / = f n +\. II en 
resulte que, en dehors de f envoie chaque etage de la partie principale de 
la tour majeure d'ordre n sur une constante. 

Supposons pour l'instant que (3 > 1, et reprenons l'expression de la fonction 
propre de T a ^ associee a s : elle s'ecrit pour tout (x, y) G Xp sous la forme 
F n+ i(x,y) = sy + f(x) mod 1 (cf chapitre |SJ . Par consequent, en dehors du 
releve J n de J n dans Xp, F n+ \ prend des valeurs constantes sur tous les en- 
sembles de la forme T 3 B n x {k} inclus dans Xp. 

On peut preciser la nature de ces ensembles pour tout n > 1 : comme (3 n'ap- 
parait que sur le dernier etage de la tour majeure d'ordre n, ces ensembles 
constituent une tour de base B n = B n x {0} associee a T ai p, pour tous les 
indices (j, k) tels que < k < l[ 0t p[(T j B n ) si < j < q n - 1 et < k < [/3\ si 
j = q n — 1 (voir figure ITTJl . 

Posons q n —i le denominateur precedent immediatement q n dans la suite des 
reduites de a et <5„_i = ||g„_io;||. Si on note h n la hauteur de cette tour, en 
considerant sa masse totale dans Xp on obtient : 

(3 = a n -ih n + |/3 - (3 n \ + Oi(((3 + l)a n q n ^). 

D'apres le lemme IT7I on a \(3 — (3 n \ — 0(e n a n ~i)- De plus avec H29JI on a aussi 
l/a„_i = q n + 0(e n ), ce qui donne finalemcnt 

h n = 0q n +0{s n ) = D n+1 , 

Pour tout n assez grand, le releve dans Xp de la tour majeure d'ordre n pour la 
rotation d'angle a est done une tour associee a T a ^p, de base B ni et de hauteur 
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D n +i- 

Comme F n+1 envoie, en dehors de J n , chacun de ces D n+ \ etages sur une valeur 
dans \/D n+ iL, et que F n+ i conjugue T a t p a la translation de l/D n+ i sur cet 
ensemble, on en deduit qu'elle est injective, en dehors de J n , sur les etages de 
la tour (T^pB n ) <j<D n+1 ■ 

Pour tout n > 1, la tour recouvre Xp a un ensemble A„ pres, constitue du releve 
dans Xp de la tour mineure d'ordre n fvoir l2.3.T|> et de l'intervalle [f3 n , (3] x {0}. 
Alors Xp(A n ) < \(3 n — (3\ + (/? + l)a n q n = 0(s n /q n ) qui est sommable. Par 
consequent A = lim X n U A„ est de mesure nulle. Comme la suite des tours 
(-^a f3-Bn)o<j<D n+1 engendre la tribu de Xp, pour tout couple de points distincts 
de Xp\A on peut trouver n tel que x et x' soient sur 2 etages disjoints de la tour 
d'ordre n, en dehors de J n : dans ces conditions, on a bien F n+ i(x) ^ F n+ i(x'). 

Lorsque < (3 < 1, le raisonncmcnt est analogue : la fonction propre associee 
a s = l/D n+ i, F n+ i, est la restriction a Xp = [0, (3[ de /. Elle est done constante 
sur les etages T^B n inclus dans [0,/3[, en dehors de J n . Mais comme les iteres 
successifs de B n dans Xp sont exactement les etages de la tour pour l'induit, 
il suffit de calculer la hauteur de celle-ci, h n : en decomposant l'intervalle [0, j3[ 
dans V n {f3) fcf l2.3.1fl . on a encore (3 = a n ~ih n + Oi(\(3 — (3 n \ + a n q n ) et le reste 
de la preuve est inchange. 

7.2.3 Les odometres comme tours de Kakutani. 

On se donne a present un odometre (f2, S) defini par 

Z/DiZ • • • <- Z/D n Z Z/D n+1 Z 

ou (D n ) est une suite d'entiers donnee telle que D n divise D n+ \. Bien entendu, 
quitte a choisir une sous-suite de {D n ), on peut choisir une suite de diviseurs 
S n = D n+ i/D n aussi grande qu'on veut sans modifier l'odometre. 
On veut construire une suite (pn/q_n) de reduites et une suite (k n ,l n ) de sorte 
qu'on se trouve dans le cadre de la construction precedente : il suffit pour cela 
de verifier que si (p n /<ln) sont les reduites d'un nombre a, la condition 129|) 
est satisfaite pour une suite (e n ) sommable et que (fc„,Z„) est bien dans la 
limite inductive de la suite des groupes Z 2 avec les matrices (A n ) donnees par 
la construction. Ceci permet d'assurer que la tour de Kakutani ainsi construite 
est isomorphe a un odometre. II faut ensuite voir qu'on peut choisir les suites 
precedentes de sorte que l'odometre obtenu soit exactement f2 : pour cela, il 
suffit d'avoir 

#1 = hpi - hqi et pour tout n > 1 S n = p n d n -i - ?nC n -i. 

Notons (o n ) la suite des quotients partiels associee a a : on a vu que lorsque n 
est impair, pour que A n soit de rang 1 il faut que d n — q n -\ et c„ = p„_i oil 
Pn— l/^n-i est la reduite precedent immediatement p n /qn- Dans la construction 
suivante, on prend la suite complete des reduites (p n /qn)- On obtient dans ce 
cas que pour tout n impair on a 5 n+ i = p n +iq n -i — Pn-iqn+i = an+i- Lorsque 
n est pair et non nul, on a alors <5„+i = a n+ i + 1. 

On construit maintenant (a„), et (k ni l n ) par recurrence : pour n — on 
definit comme d'habitude po = do = et qo = 1. Pour n = 1, on choisit Si et 
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a\ de sorte que a\ ne divise pas 8\. On pose p\ = 1 et q\ = <Xi puis on choisit 
(ki,li) tels qu'on ait Si = ki — l\ai. 

On choisit maintenant une suite (e n ) strictement decroissante positive sommable 
de somme inferieure a 1, de sorte que 10(|/ci| + |ii|)ei < 1 : si on note C la 
constante du lemmc IT7I associee a (k\, h), l'inegalite donne simplement 'SC'ei < 
1. 

Supposons avoir defini a,j , [kj , lj) jusqu'a l'ordre n de sorte que (I29[l soit verifiee : 
pour definir a n +i, il suffit de choisir 5 n+ i tel que q n < £ n (Sn+i — 1) et de 
prendre a„+i = 5 n +i si 71 es t impair et 5 n +\ — 1 sinon. p n +i et q n +i sont alors 
definies par la recurrence classique des fractions continues, et on pose bien sur 



On a bien defini dans cette construction un irrationnel a et une suite de 
reduites associee (pn/q-n) qui verifient pour tout n > 1, q n < e n a n +i, ce qui 
entraine (|29|l . Posons (3 = lim n (A; n a — /„), pour montrer que Podometre fl est 
isomorphe a la tour de Kakutani T a ^, il suffit de verifier que (3 > 0. D'apres le 
lemme IT71 on a (3 — (3\ + 0\[2C S\j q\) ; d'autre part on avait 5i = k\p\ — l\q\ 
d'ou 



/3i = k 1 (q 1 a-p 1 )/q 1 +S 1 /q 1 = S 1 /q 1 + 1 {k 1 /(a 2 qD) = Sr + OriC'ex/ql), 



On obtient finalement la relation f3 = 8\/ai + Oi(3C'si/ai). Comme on a 
3C"ei < 1 et qu'on a choisi S\/ai positif, non entier, on obtient bien par cette 
construction que (3 > 0. Cette derniere relation montre evidemment la densite 
des parametres (3 possibles. 

7.3 Isomorphismes non triviaux avec des rotations irra- 
tionnelles. 

Dans ce paragraphe, nous obtenons pour un choix particulier de la suite 
(dj) definie au premier paragraphe des exemples de tours de Kakutani T a ^ 
conjuguees a des rotations irrationnelles. Le resultat suivant montre les parties 
(ii) et (iv) du theoreme et par suspension le point (ii) du theoreme et (i) 
du theoreme 0] 

Theoreme 9 Pour tout a tel que inf 9 ^ Q ,2 |k a ll = 0, il existe un ensemble 
non denombrable dense dans M+ de (3 tels que T a ^ soit conjugue a une rotation 
irrationnelle sur le cercle. Reciproquement, toute rotation irrationnelle du cercle 
d'angle s verifiant inf g ^o 9 2 |k s ll = est conjuguee a une tour de Kakutani T a> @, 
pour un choix non denombrable de parametres, et dense en (3. 

Le paragraphe est compose de trois sous-paragraphes : le premier donne, 
pour a donne verifiant inf g ^o 9 2 1 1 9^1 = 0, une construction particuliere de T a 
qui est dans ce cas un sous-groupe de rang 2. Le second sous-paragraphe prouve 
la premiere partie du theoreme EH pour cette construction. Le troisieme sous- 
paragraphe etablit la partie reciproque. 

7.3.1 Construction, proprietes diophantiennes de la valeur propre. 

Soit a un irrationnel verifiant inf^o g 2 ||(7a|| = 0. On garde, aux indices pres, 
les notations precedentes. Ici (e„) est une suite positive sommable strictement 
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decroissante dont la serie des restes converge. On choisit une sous-suite (p n /q n ) 
de reduites de la fraction continue de a verifiant pour tout n > 1 : 

On pose d n = q n (les relations (I26|l et (I27|l sont done verifiees) et c n = [d n a] = 
p n . La matrice de la relation (|28(l s'ecrit alors pour tout n > 1 : 

4 _ fl+PnQn ~ql \ 

n V Pi 1-PnQnJ' 

Dans ce cas particulier, on a det(^4„) = 1 pour tout n : la limite inductive de 
Z 2 par la suite (A n ) est done isomorphe a Z 2 . 

Le groupe r Q de la proposition est alors de rang 2 sur Z, et l'isomorphisme 
de Z 2 dans r Q est donne par (k[,li) i— > t = n((k' n J' n ) n ). Par consequent, tout 
choix d'entiers (k±,li), (^,1^) tels que k[li — kil[ = 1 donne une base (/3,t) de 

r Q . 

On choisit (fci, ii) un couple d'entiers premiers entre eux, on associe la suite 
(fc„, l n ) de la limite inductive de Z 2 par (A n ) et le reel (3 de T a correspondant. 
Alors on peut ecrire T a = f3Z + tZ ou t est l'element associe a une suite (k' n , l' n ) 
issue d'un couple (k^l^) verifiant k[li — k±l[ = 1. 
Lorsque (3 > 0, la proposition [5] donne alors : 

e(T a>p ) = f3~ x T a mod Z = </3 _1 Z mod Z. 

Notons s = t//3, le but des 2 sous-paragraphes suivants est d'etablir une conju- 
gaison entre T a ^ et la rotation sur T d'angle s, qu'on notera R s . Nous donnons 
dans un premier temps les proprictcs diophantienncs de s. 
On reprend les notations precedentes : les suites (k n ,l n ), [k' n ,l' n ) et (b n ,b' n ) sont 
donnees pour tout n > 1 par les relations matricielles suivantes : 




Enfin, (t n ) et (s„) sont definies par 

fin k n (x l ni t n — k n (x l nl s n — t n f j3 n . 

Notons que b n = I3 n q n — k n < q n a > et que pour n assez grand on a aussi : 

K = \j3q n ] et b' n = [b n s]. 

On rappelle les resultats du lemme El : 

(t-t n ) = 0(^) ) ((3 - (5 n ) = 0{ £ -^) (35) 
q n q n 

max(fc„, k' n ) = 0(q^_ 1 ), et (s - s n ) = o(a n ). (36) 

Lemme 18 Avec les notations precedentes, si a verifie inf g ^o q 2 II q&\\ = 0, alors 
le groupe T a est engendre par deux reels f3 et t rationncllement independants. 
Pour s = t/P, on a alors b n — [q n /3] et \b n s — b' n \ ~ a n / f3. En particulier, (b n /b n ) 
est une sous-suite des reduites de s, qui satisfait done aussi inf 9 ^o g 2 ||<7s|| = 0. 
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Preuve : D'apres la proposition^] on sait que (/?, s, t) satisfait (*) : par consequent, 
(b n s — b' n ) converge vers 0. Comme b n = [f3q n ] est arbitrairement grand, si s etait 
rationnel b n et b' n auraient necessairement un facteur commun. II suffit done de 
voir que dans cette construction b n et b' n sont premiers entre eux. Comme A n est 

de determinant 1, on obtient ,, n , ra = J - 1 = 1. D'autre part on a, d'apres 
les relations precedentes, 



h —! 
V — V 



(b n , b' n ) est done l'image par une isometrie de Z 2 de (p n , q n ) qui est irreductible 
dans Z 2 , done b n et b' n sont bien premiers entre eux. 

Pour montrer la suite, on commence par une premiere estimation de b n s — b' n : 
comme s — s n — o(a n ), on a 



b n s - b' 



b n (s - s n ) + — {b n t n 

Pn 



o(q n a r , 
o{q n a r > 
o(q n a r , 



< aq n > 

< aq n > 

< aq n > 

Pn 



(k n l n — k n l n )) 



On obtient done que (b n s — b' n ) = o(e n /q n ). Comme d'apres le lemme IT71 b n = 
0{q n ), on en deduit que b n \b n s — b' n \ = o(e„), ce qui permet d'affirmer que 
(b' n /b n ) sont bien des reduites de s. Pour affiner notre estimation, on reinjecte 
notre premiere relation dans l'expression de (s — s n ) : 

Pn(s - s„) = }XbjS - fy) < aqj >= o(2j e-jaj/qj) = o(e n a„/q„). 

j>n j>n 

Par consequent, b n (s — s n ) — o(e n a n ), et la premiere estimation devient done 
bien \b n s - b' n \ ~ a n /(3. 

Comme b n = [(3q n ], il en resulte immediatement que & 2 ||6„s|| = C((7 2 a n ) tend 
vers lorsque n — + oo. □ 



7.3.2 Tours de Kakutani conjuguees a. une rotation. 

Soit a un irrationnel donne, verifiant inf g7 £o 9 2 ||'? (:i! ll = 0. On note comme 
precedemment fj > et t des generateurs de T a et on pose s — t//3. 
Notons R s la rotation de s sur T, et fp la fonction propre de T a ^ associee a s. II 
s'agit de montrer que fp est un isomorphisme de (Xp, \p, T a> p) sur (T, A, R s ) (en 
notation additive). Comme s est irrationnel, l'unique ergodicite de R s montre 
que la mesure image de par fp est egale a A. fp est done surjective sur un 
ensemble de mesure de Lebesgue pleine, et il reste a montrer que fp est injective 
en dehors d'un ensemble de mesure 0. 

On reprend les notations du paragraphe d . 2 . 21 Pour eviter les confusions, on note 
q n —i lc denominateur precedent q n dans la suite des reduites de a et <S„_i = 
||g n _iQ;||. Les conditions diophantienncs sur a donnent Papproximation : 

a„_i = l/q n (l + 0(e n /q n )). 
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Fig. 12 - Tour induite d'ordre n. 

Pn P Pn+1 



de /„ 



tour de T a ^\ t 
de hauteur 



de n 
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a n -i 
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\ 


Ji 








R s 





[q n f3\ ~ 



a n -i/P ~ || S^n || 



On rappelle que est donnee a l'aide de la fonction de transfert / ou / est 
solution de s</>/3 = —t + f — foT mod 1. On sait d'apres le paragraphe 13 . 21 a u' 
en choisissant 6 n — au milieu de B' n , la suite des fonctions (/ n ) converge vers 
/. Dans cette construction, la convergence est tres forte : regardons Failure de 
/„ sur la tour majeure associee a T> n (j3) (cf figure EJ). /„ est affine sur chaque 
etage de la tour et de pente sk n — k' n . A l'aide des estimations Ij35(l et Ij36|l on 
obtient ici : 

sk n - k' = -^-(t n k n - f3 n k' ) + k n (s - s n ) = ^— + o(k n a n ) = \ + 0(e n /q n ). 

Pn Pn P 

Par consequent, la pente de /„ est de l'ordre de jj. D 'autre part, en dehors de 

1 n (defini selon 1(10)1). on sait que 9 n est uniformement petit (cf lemme|SJ). Plus 
precisement ici on a, d'apres lfP2)l. 

\\§n llglloo < QnOnWn ~ K&\ + Pn 1 B' n uB° \\ oo ■ 

Comme on a choisi 9 n = au milieu de B' nl et que 9 n est affine de pente 
Qn(b n s — b'n) sur U -BjJ, on obtient que 

||6»„ li s || < \b n s - b'J < 0(a n ). 

De plus on a A(I n ) = a n \b n \qn = 0(e n ) dont la serie converge, d'ou A( lim I n ) = 
0. On en deduit que /„ converge vers / en dehors de cet ensemble, et plus 
precisement, si J n = U m > n 2 n , on a 



(/- /„) lycHoo < a m < OK)- 



m > n 



II en resulte, /„ etant affine sur chaque etage de la tour majeure T 3 _B„, que 
/ envoie T^B n fl J£ sur un ensemble inclus dans un intervalle de longueur 
a„_i(4 + 0(e„)) (C est bien sur uniforme pour < j < q n ). 

Revenons maintenant a fp : 
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Lorsquc (3 G]0, 1[ (cas de l'induit), fp est la restriction de / a l'intervalle 
[0,/3[. Comme la tour T> n (/3) est constituee d'intervalles ne contenant ni ni /3 
(sauf le dernier etage), [0, f}[ est egal a une reunion d'etages de V n , a un ensemble 
de mesure a n -i pres (le dernier etage). De plus la tour mineure est de mesure 
a n q n -i < £ n /q n , done [0,/3[ est egal, a un ensemble de mesure (D(l/q n ) pres, 
a une reunion de [Pq n ] etages de la tour majeure. Notons B@ correspondant a 
l'etage le plus bas dans la tour majeure, alors {T 3 a pBP) <j<[q n p] es * une tour 
d'intervalles pour la transformation induite T a ^p. (cf figure IT2")l 
D'apres ce qui precede, on peut associer a chaque T 3 a pB@, un intervalle de 

longueur a„_i(^ + 0(e n )) (uniforme en j) contenant fp{T 3 a pB^nj^). II reste a 
verifier que l'ensemble de tous ces intervalles forme une partition, a un ensemble 
de mesure sommable pres : comme la somme des mesures de ces ensembles est 
inferieure a 1 + 0(e n ), on minore la mesure de leur reunion : 

H^0<j<[/3q„] J 3 n ) > 
> 



> 

Par consequent, si on note A n 
2 a 2 disjoints, et on a 

< A(A n ) < Y, K4) 
o 

En dehors de lim A„) U lim X n U lim (Uq"~ 1 T : > B®) qui est de mesure nulle 
(car £ m est sommable), l'injectivite de fp est immediate, ce qui montre la 
conjugaison avec R s . 

Lorsque /3 > 1, le raisonnement est identique au cas precedent, en remarquant 
comme dans la preuve du theoreme |H1 que les releves des tours majeures dans 
Xp sont de base B n x {0} et de hauteur h n — [f3q n ] (voir figure ITT|l . □ 

7.3.3 Des rotations comme tours de Kakutani. 

Ce paragraphe est consacre a la partie reciproque du theoreme El 
On se domic ici un irrationncl s verifiant inf g ^o 9 2 |!9s|| = 0- Pour (e n ) une suite 
sommable strictement decroissante, de restes sommables, on choisit, parmi les 
reduites de s deux suites strictement croissantes (b n ) et (b' n ) verifiant pour tout 
n 

b 2 n \b n s-b' n \ <e n . (37) 

On cherche a construire deux reels a et (3 de sorte que (b n ) et (b' n ) verifient, 
avec les notations precedentes, la construction du paragraphe 17.3.11 Dans ce 
cas, on pourra appliquer la premiere partie du theoreme El et assurer ainsi la 
conjugaison de T a ,(i avec son facteur discret (celui-ci est bien la rotation d'angle 
s, car (b n s — b' n ) tend vers 0). Pour construire a et (3, il nous suffit de construire 
une sous-suite (p n /qn) des reduites de a et les suites (k n ,l n ). Supposons pour 



M^<o<[ 0qn ]TlpBi n X) 

[09„] 

E MVP) - Xp(J n ) 

oo 

l-0(l/g„)-0£ £m ). 



= Uj(J^nUi^j J^), les ensembles (J^nA„)j sont 

oo 

- HUo<i<vi qn ]4) < oCYe m )+o(i/q n ). 

n 
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Pinstant avoir trouve a et scs rcduitcs; d'apres 17.3.11 sous la condition initialc 
que ( ) ' ( ) so ^ une Dase (directe) de Z 2 , les relations (|34ll caracterisent 

les suites ( ^" ^ et la suite f &" ) • Ces relations sont equivalentes aux egalites 

pour tout n > 1 : 

b n \ _ (k n l n \ ( Pn\ , An+l Z71+A _ An , An A / \ 

K)~\K I'JK-ln) \K + 1 l'n + J~\K l'n) \P'n) ^"'^ 

Comme par construction, est une isometrie directe, ( ^" |" ^ est encore une 
isometric ct on peut done inverser la premiere relation. On obtient alors que les 
conditions Ij34|) sont encore equivalentes a : pour tout n > 1 

1n\ _ (k' n k„\ f b n \ ^ An+1 Ki+l\ _ £j An l' n 

PnJ \l'„ LJ \-b' n ) 'n+1 / 

ou B n est la matrice definie par : 

(l + M„ -&„ 2 

On reconnait a present la construction du sous-paragraphe 17.3.11 pour l'irra- 
tionnel 1/s : comme (b n ,b' n ) sont premier entre eux et qu'on a 

b'JWJs - b n \ =s^) 2 \b n s - b'Jbl = 0(s n ), 

on peut appliquer la proposition El pour la suite de matrices (B n ). La limite 
inductive de Z 2 par (B n ) est done un sous-groupe dense de R, de rang 2, et 
dont le quotient de 2 generateurs quelconques est un nombre irrationnel, qu'on 
note a. De plus, d'apres le lemme ITB1 a satisfait inf 9 ^o g 2 1 1 c/ck 1 1 = , et {pn/q-n) 
est bien une sous-suite des reduites de a qui verifie g 2 \q n a — p n \ — 0(e n ). 

Par consequent, la suite ( *p J construite a l'aide de la suite (B n ) verifie aussi 

les relations ()34[) pour a. En appliquant la premiere partie du thcoremeE! on 
a done bien defini un reel (3 de sorte que T a ^ soit conjuguee a la rotation irra- 
tionnelle d' angle s. 

La densite du parametre (3 resulte de la densite de {ha — I, (k, I) — 1} et du 
lemme 1171 : il suffit de remarquer que la construction precedente peut se faire 
a partir d'un rang n\ choisi comme on veut ; comme d'apres le lemme IT7I on a 
1/3 — ni I < 2C"e ni , et que C ne depend pas de a, on peut choisir m de sorte 
que le majorant soit arbitrairement petit. 

Expliquons maintcnant pourquoi l'ensemble des parametres (a, (3) convenant est 
non denombrable : pour un irrationnel s fixe, il est clair que le choix des sous- 
suites des reduites verifiant l'hypothcse (|37|l est non denombrable. Revenons 
maintenant au paragraphe !7.3.H : avec la construction de a a l'aide de (B n ), on 
obtient des denominateurs (q n ) qui s'ecrivent pour tout n assez grand sous la 
forme q n = [f3 s b' n ], ou (3 S est un generateur quelconque de Tx/ S . Comme l'hy- 
pothese l|37|) impose que b' n = o(b' n+1 ) (b' n+1 est le denominateur suivant b' n dans 
la suite des reduites de 1/s), on en deduit facilement que l'ensemble des suites 
(q n ) obtenues pour un s donne est non denombrable. II en resulte que, ou bien 
l'ensemble des irrationncls a est non denombrable, ou bien qu'on peut trouver 
un a pour lcsqucl on sait construirc un ensemble non denombrable de rcduitcs 
associees : dans ce dernier cas, l'unicite de la decomposition de (3 le long de la 
suite (q n ) montre que l'ensemble des (3 obtenus est non denombrable. □ 
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8 Regularisation des flots speciaux. 



Dans ce chapitre nous montrons la proposition suivante, qui permettra de 
terminer les preuves des theoremes |3] et 

Proposition 10 Soit a ^ Q, (q n ) n une sous-suite des dcnominateurs des reduites 
de a et (b n ) n une suite d'entiers non nuls. Pour tout /3 £ K verifiant (3 — 
Y]^° b n q n a mod 1, on a les proprietes suivantes : 

oo 

- Si (|6„|(7^ +1 ||g Tl a||) < oo, alors (j>p est additivement cohomo- 

o 

logue a une fonction ip de C k (T) de norme infinie arbitrairement petite. 

- Si — — f ■ "P < oo, alors la fonction <p>a est additivement cohomo- 

^ -ln(||g„a||) 

logue a une fonction tp de C W (T) de norme infinie arbitrairement petite. 



8.1 Notations 

On rappelle ici les notations utiles dans ce paragraphe : a est un irrationncl 
fixe et T la rotation du cercle d'angle a. On note (q n ) une sous-suite des 
denominateurs des reduites associees a a et a n = \\aq n \\. Pour un reel /3 de 
Hi(a), on note (b n ) une suite d'entiers non nuls telle que (3 — J2 n >o ^n<Qn a >t 
avec ^2 n \b n \q n a n < oo. On dcfinit (k n ) n par k n — J^o 1 ^jlj pour tout n > 1 
et fco = 0. 

D'apres fe.l.fl . on a en dehors de (3 

oo 

0/3 = ^ 4>n OU (j> n = (j>b n q n a ° T kn . 


On a vu fcf I2.1.l|l que pour tout n, 0„ est un cobord additif, de fonction de 
transfert u>b n q n ° T k ™ qu'on notera h n . Alors on peut ecrire pour tout n, (j> n = 
h n — h n o T ou h n est une fonction affine par morceaux, de pente constante 
egale a b n q n , admettant |6 n g„| sauts de taille 1, en des points situes dans T n 
(cf figure On note T n = Uo< i j<g„T'- J B' n la reunion des etages de la partie 
principale de la tour majeure d'ordre n (cf paragraphe 12. 2. 2l et figure^). h n est 
dcfinie a une constante pres, qu'on choisira de sorte que h n s'annule sur la base 

B' n . 

On appelle maintenant (K n ) une suite de noyaux continus, positifs symctriqucs, 
normes dans L 1 (T). Lorsque la serie converge, on dcfinit 

oo 


Nous precisons dans ce qui suit les conditions generates sur (K n ) pour que ip 
soit reguliere, puis pour qu'elle soit cohomologue a (pp. La synthese de ces deux 
criteres permet ensuite d'obtenir la proposition 1 1UI 
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8.2 Criteres de cohomologie et de regularite. 

Lemme 19 Avec les notations precedentes, les fonctions ip et <j>p sont cohomo- 
logues s'il existe une suite (e„) strictement positive pour laquelle on ait 

y^£ w gn < +00, et (38) 

n 

Y>„| / K n {t)dt < +00. (39) 
J\t\>*« 

Preuve : Comme on a <p n = h n — h n circT, il suffit de montrer que ^2 n (h n — 
h n * K n ) converge presque surement. Comme h n est affine sur les etages de T n 
et que K n est symetrique, h n * K „ est proche de h n sur une grande proportion 
de T n . 

Si e„ G]0, a n -i/2[ on appelle B'^ le sous-intervalle centre de B' n de longueur 
A(5") = A(.B4) — 2e„, puis on note A n la sous-tour de 7^ de base B^. Alors on 
a 

A(A£) = e„<7„ + b n a n q n + a n q n -i, 

qui est sommable d'apres l|38ll et le choix de j3 (dans Hi(a)). Par consequent 
lim est de mesure nulle. 

Soit maintenant x S A„ fixe, alors par construction de A„, h n est affine sur un 
intervalle symetrique autour de x de longueur au moins e„, et on peut ecrire : 

h n (x) - h n *K n {x) = I {h n (x) - h n (x - t))K n (t)dt 

Mni^nWdt + OfllMoo / K n {t)dt) 
|t|<e n J|t|>£„ 



= C(||/in||oo) / K n (t)dt. {K n etant symetrique). 

•/|t|>en 

On reste a estimer la norme infinie de h n : comme sur B' n U B®, h n est une 
fonction affine par morceaux de pente b n q n et qu'elle s'annule sur B' n , on obtient 
\\h n 1b'ub°IIoo = 0(b n ). Sur B n , h n admet b n sauts de taille 1, ce qui donne 
encore \\h n 1_b„||oo — 0(b n ). Enfin, la relation 4> n — h n — h n oT montre que pour 
tout k £ {1, .., q n — 1} et x S B n on a l'egalite h n (T k x) = h n (x) + kb n <aq n >, 
et que celle-ci est encore vraie pour x S B° et fc e {1, ..g n _i — 1}. II en resulte 

que \\h n \\oo = £>(&„)■ 

On en deduit avec l'hypothese (|3^|l que pour tout x ^ lim A£, la serie s(x) = 
SnC 1 ™ - hn*K n )(x) est convergente. La fonction s est done bien definie presque 
partout et verifie la relation <pp — tp = s — s oT. □ 

Lemme 20 Avec les notations precedentes, pour tout r 6 N, ip es t de classe 
C r si K n est de classe C r pour tout n et si on a pour tout k < r, 

^|6 n |a„||irW|| 00 <+oo. (40) 

n 

De plus, si K n est analytique pour tout n, alors ^ est analytique si 

t H ™ ^£w^ii< fc) iioo = o. ( 41 ) 

fa — *-)-oo /C! 
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Preuve : La preuve est completement elementaire : il suffit d'estimer la norme 
infinic des derivees fc-ieme de <p n * K n : remarquons que <p n — b n <q n a> en 
dehors de [f3 n , /3 n +i] qui est un intervalle de longueur |6„|a„. On obtient done 

(k) 

pour tout k tel que K n soit bien defini, 

K n 1 1 CO • 

□ 



8.3 Preuve de la proposition I10L 

8.3.1 (j>p cohomologue a une fonction de C r (T). 
On suppose que j3 = J2 n bnQn& mod 1 avec 

Ete +1 ! 6 «l««) 1/(r+2) <oo. 

n 

Nous allons choisir convenablement la suite des noyaux (K n ) pour que les con- 
ditions (J3SJ, l|39() et l|40|l des lemmes |2*U1 ct H^l soient verifiees. Pour cela on 
se donne un noyau, K, positif symetrique de classe C r (R), nul en dehors de 
] — 1/2, l/2[ et tel que \\K\\i = 1. Si (S n ) n est une suite de [0, 1] de limite nulle, 
on definit pour tout x € T, K n {x) = K(<x>/S n )/S n . Alors K n est un noyau 
positif symetrique de C r (T), nul en dehors de ] — S n , S n [ et tel que ||if n ||i = 1. 
Posons maintenant e n = S n , les conditions (|3"5jl et (|3"5jl sont verifiees des que 

^ S n q n < oo. 

n>l 

Pour la regularity, pour tout k < r, ona ||iQ ||oo = 0(Sn ' fc+1 ^). Par consequent, 
pour que l|40l) soit satisfaite il sufht que (S n ) verifie la condition : 

\ b n\a n /S n +1 < oo. 

n>l 

Choisissons maintenant S n = {\b n \a n /q n ) 1 ^ r+2 ' ) (de sorte que q n 5 n — \b n \a n / S 7 ^ 1 ) : 
on trouve comme condition suffisante : 

J2(Q r n +1 K\a n ) 1/ir+2) < oo, 

qui est l'hypothese de la premiere partie de la proposition llOl Pour montrer que 
ip peut etre choisie arbitrairement petite, il suffit de remarquer que pour tout no, 
<fik no a est un cobord additif : par consequent tfip est cohomologue a 4>n*Kn, 
pour tout uq. Comme d'apres le lemme 12*01 (\\4> n * ^n||oo) es t sommable, pour 
tout e > 0, on peut toujours trouver no de sorte que || J2n° 4>n * ^n||oo < £■ 

8.3.2 (j>p cohomologue a une fonction analytique. 

On suppose maintenant que (3 — Y] n b n q n a mod 1 avec 

9nln(n|6„|) 
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II s'agit de choisir une suite (K n ) de noyaux positifs symetriques analytiques et 
normes dans L 1 (T) qui verifient les conditions (|38() . (|39() et (|41(l . On pose pour 
tout n > 1 et t € T, 

\m n sin(7rtj / 

oil r n est un entier pair et m n un entier positif . c n est donne de sorte que 
pf n ||i = 1. On a : 

\\K nh > cj (^f.Y n dt 
Jl/2>\t\ V nmnt J 



m n Jm n /2>\t\ V Trf 



Par consequent c n = 0(m ny /r^). Les noyaux (K n ) ainsi choisis sont bien posi- 
tifs, symetriques et normes dans L X (T). De plus, comme K n est proportionnel 
a (i 7 ' m?i ) r '™/ 2 , oil F m est le noyau de Fejer d'ordre to, on a aussi K n (j) — pour 
tout |j| > m n r n /2 . En particulier pour tout k £ N on a 



Halloo <(27T) fe Yl ^fcTl ( 



-m„Tr, % ) fe+1 . 



|i|<m„r n /2 

Pour verifier la condition (|4 1 1> - il suffit done de choisir (m n ) et (r ra ) de sorte que 

Y,K\a n ^ mnTn <+oo. 

Supposons r n donne, et posons m n = [— ln(a n )/(27rr n )J . On obtient alors 

\b n \a n e™~ r " < Klal/ 2 . 

D'apres l'hypothese, on a ln(|6„|) = o(| ln(a„)|), d'oii \b n \a^ 2 = o( -i n (a„) ) qui 
est sommable, et la condition (|41|l est done satisfaite. 

En ce qui concerne les conditions de cohomologie du lemmc HH1 on doit choisir 
(e n ) le plus petit possible (pour minimiser la condition (|38(l ) de sorte qu'on ait 
dSnj- On a l'cstimation suivante : 

K n {t)dt < c n I dt 



l/2>|t|>£„ "'|t|>£, 1 \ ZTO « r 

1 



< O — (2to„£„) 



— T-n+1 



Posons e„ = e/(2m„), alors la condition (|39|1 est satisfaite si J2 n \bn\ e r " < +oo. 
II suffit done de poser r„ = 2[ln(n|6„|) + 1], ce qui donne 

_ q n e 27re q n ln(n|b ra |) 
2to„ -m(a n ) 

La condition (|38|l est done verifiee par hypothese, ce qui termine la preuve de la 
proposition I1UI La norme infinie des fonctions cohomologues a <f> est arbitraire- 
ment proche de pour les memes raisons que dans le cas precedent. 
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8.4 Preuve des parties regulieres des theoremes [3] et HJ, 

D'apres les chapitres precedents, nous savons construire des flots speciaux de 
fonction plafond 1 + 7^/3 avec les proprietes (i), (ii) ou (iii) du theoreme|31 Pour 
montrer qu'on peut regulariser cette fonction plafond sans modifier le type de 
la transformation, il suffit de montrer que <j>p est cohomologue (additivement) a 
une fonction reguliere, tp telle que HV'IIN < 1- D'apres la proposition^! cette 
derniere contrainte n'en est pas une. II reste done a verifier dans chacune des 
constructions des proprietes (i), (ii) ct (iii), qu'on peut choisir les suites (b n ) 
et les sous-suites (q n ) des denominateurs des reduites de a de sorte que les 
conditions de la proposition ITUI soient verifiees. Comme on a dans toutes les 
constructions b n — 0(q n ), ces conditions conduisent bien a celles enoncees dans 
le theoreme|3| et se verifient facilement en modifiant les conditions sur les q n . 
En ce qui concerne la preuve du theoreme0J (ii) se verifie facilement a l'aide du 
lemme ITTsl et (i) s'obtient sans dimculte a partir de la preuve du theoreme|Hl 

9 Appendice. Les sous-groupes H 1 (a) des approx- 
imations par les fractions continues. 

On rappelle d'abord un lemme classique, qui montre l'unicite de la decomposition 
d'Ostrowski : 

Lemme 21 Soit k et (b n ) des entiers verifiant 

00 

ka = b n <q„a> mod 1. 

n— ni 

Si \k\ < q ni et \b n \ < a n+ i/2 pour tout n > m, alors on doit avoir k = b n = 
pour tout n> n\. 

Preuve : On montre d'abord que k = : supposons k 7^ 0, comme \k\ < q ni on 
aurait done ||fca|| > a ni -i- Mais on a aussi 

I b n <q n a>\ < -^]a„ + iQ n < + a 7ll ) < a ni _i, 

n— n\ ni 

ce qui est impossible. 

Maintenant on peut ecrire b ni q ni a = ^2^ 1+ ib n <q n a> mod 1, ou |&ni9nil < 
o-m+iQn-i < Qm+i '■ 011 obtient en appliquant ce qui precede que b ni = puis 
que b n = pour tout n > n±. □ 

II s'agit maintenant de demontrer la proposition^ dont on rappelle l'enonce : 
Proposition^ Soit a ^ Q, alors on a pour tout 7 > 0, 

H y (a) = {x S T, ^2 n \\qnx\l 1 < +00} et 
Hoo(a) = {x e T, \\q n x\\ — > 0}. 

n — *oo 

Preuve : Posons 9 — (vu— l)/2, grace aux relations de recurrence de (q n ) et 
(a„), on a immediatement les inegalites, pour tout n < m : 

a m < u a n , q n < f g m . 
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Supposons que (3 = Y, n >o b n <q n a>- On a dans ce cas ||g„a TO || = ||(7 m a„|| < 
9\ m ~ n \~ 1 q m a m: d'ou on obtient 

oc 

||/3<?„|| < ]T \ b ™\\\a m qn\\ <^(|fo m |« m g m e |m "" hl ). 

m— m 

Si X)m(l^ m l a m9m) 7 < oo avec 7 > 1, le terme de droite est la convolution d'une 
suite sommable avec une suite de i 7 (Z), ce qui montre bien que J^n WQnflW 1 < 00 ■ 
Si 7 < 1, on a ||q„,3|| 7 < I] m (|&m|||<7na m ||) 7 , d'ou on tire 

X>«/3ir < £(w«m<o 7 Z;0 7(l|m ~ n| ~ 1) - 

n m n 

Pour la reciproque, on suppose maintenant que 1 1 /J^n 1 1 7 < 00. On note k n € 
{-g„/2, ..q n /2} tel que \\f3 - k nPn /q n \\ = min(|/3 - Z/«nM S N). Mors ||/3 - 

knPn/qn\\ = 1 1 /3<?n 1 1 /<?n d'ou 

11/3- k n a\\ < 11/3- fc„p„/g ri || + \k„\a n /q n < \\q„P\\/q n + a n /2. 
En particulier k n a — > f3. D'autre part on a aussi 

k n+1 p n+1 /q n+1 - k n p n /q n = (k n+1 ((-1)" + p n q n +i) ~ k n p n q n+1 ) 

qn+iqn 

I i\n ^n+1 . /; 7 \Pn 
= (-1) h (Kn+1 - Kn) • 

qn+iq-n q-a 

On obtient que 

||(fe„+i - fc„)p„/q„|| < l/(2g n ) + \\q n +il3\\/q» + i + \\q n P\\/qn < 

pour tout n assez grand (car — * par hypothese). Par consequent, on a 
bien k n +\ = k n + b n q n pour n assez grand, et f3 = J2 n b n <q n oc>. En reinjectant 
dans l'egalite precedente, on obtient lorsque b n 7^ 

\b„\ \b n + k„/q n \ 



< gw+1 



»n+l 



b n 



qnqn+1 qn+1 



< 2q n (\\q n [3\\/q n + \\q n+ i0\\/q n+1 ) < 2(\\q n /3\\ + \\q n+ i0\\). 

Ceci clot la preuve de la proposition. □ 

Remarque : Nous obtenons grace a ce resultat une representation geometrique 
simple de H^a) dans les tours associees aux fractions continues. On reprend 
les notations du paragraphe d . 3 .31 Pour tout e > 0, on appelle V n (s) le rectangle 
de T x 1 centre en 0, 

V„(e) =] - e/q n ,e/q n [x{-h n , .., h n }, ou h n = min(g„/2, [e/a n ]). 

Si l'on note indifferemment un clement (3 G T et ses representants dans un 
domainc fondamental d'ordre n, T> n {x), la proposition ^ montre qu'on a 

\\Pq n \\ — > <J=^> pour tout e > 0, f3 £ lim V„(e). (42) 

n— *oo 
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Fig. 13 - Representation de V ra (e) dans un domaine d'ordre n. 




{||Az«|| < 2e} 



e/a. 



n 



a, 



n 



2e/q, 



En effet \\f3q n \\ — > signifie que (3 € H 00 (a) d'ou /? = ^ b n q n a avec &„ = 
o(a n +i)- Par consequent en notant k n — J^o 1 &fc<Zfc, on a aussi (3 = k n a + x n 
oil k n — o(q n ) et x n — o(l/q n ). II en resulte que pour tout e > ( plus petit 
que 1/2), on a pour tout n assez grand, \k n \ < eq n < h n et \x n \ < e/q n c'est a 
dire que (3 € V„(e). 

Inversement, soit e > et (3 £ V n (e) pour tout n assez grand. C'est a dire 
que P = k n a + x n ou \x n \ < e/q n et \k n \ < min(e/a„, q n /2). Alors \\(3q n \\ = 
\\k n q n a + x n q n \\ < \k n \a n + \x„\q n . On a \k n \a n < h n a n < min(e, q n a n /2) < e 
et done ||/3?n|| < 2e, ce qui montre bien l'equivalence. Ces proprietes peuvent se 
representer selon la figure fHfl 
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